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基于梯度矢量卷积场的四阶各向异性扩散及图像去噪

任文琦，王元全

（天津理工大学 计算机与通信工程学院，天津３００３８４）

摘要：进一步研究了基于偏微分方程的图像去噪方法。为了去除二阶偏微分方程（ＰＭ 模型）引起的阶梯效应以及提高

四阶偏微分方程（ＹＫ模型）的边缘及纹理保护能力，本文将梯度矢量卷积场（ＧＶＣ）引入到四阶偏微分方程 ＹＫ模型

中，提出了基于ＧＶＣ的四阶各向异性扩散模型。首先，减去原始ＹＫ模型中的部分梯度方向扩散。然后，引入ＧＶＣ场

以代替图像在梯度方向的二阶导数直接计算。由于ＧＶＣ场可以较准确地确定图像的边缘位置，并对噪声具有很强的鲁

棒性，因此得到了有效的各向异性扩散模型。实验结果表明，运用本文去噪方法可以更好地保护图像边缘及纹理等细节

特征，而且能够有效地提高峰值信噪比；文中所有在实验中得到的峰值信噪比均比原始模型高１ｄＢ以上。
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１　引　言

　　图像去噪的方法有很多种，包括传统的均值

滤波、中值滤波等一些典型的空域去噪方法［１］，基

于小波的去噪方法［２４］，还有近二十年来得到广泛

应用的基于偏微分方程（ＰａｒｔｉａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥ

ｑｕａｔｉｏｎｓ，ＰＤＥ）的方法
［５］。偏微分方程将数学和

图像有机结合起来，在去噪的同时能够很好地保

留图像的边缘特征。

１９９０年，Ｐｅｒｏｎａ和 Ｍａｌｉｋ
［６］首次提出了经典

的各向异性扩散ＰＭ模型，该模型由一个关于图

像梯度模值的函数控制图像的扩散程度，使图像

在梯度值小的区域进行大规模扩散，在梯度值大

的区域进行小规模扩散，随着ＰＭ 模型的提出，

有关基于ＰＤＥ的图像去噪方法的研究得到了广

泛关注［６１１］。

虽然ＰＭ方程具有得较好的去噪效果，但由

二阶偏微分方程处理后得到的结果图中会产生很

明显的阶梯效应。该现象不仅会产生较差的视觉

效果，而且会对后续图像理解和分析造成误判断。

为了解决该问题，许多的学者提出了高阶偏微分

方程的去噪模型［１２１３］。比如，Ｙｏｕ和Ｋａｖｅｈ
［１２］首

先提出了基于四阶偏微分方程的ＹＫ模型。该

模型使图像最终扩散为一个分段光滑的斜面，从

而有效避免了阶梯效应的产生，获得了更好的视

觉效果。虽然ＹＫ模型不会产生阶梯效应，但该

模型会使图像中包括边缘细节在内的高频成份过

度平滑，而且在结果图中会产生一些孤立的脉冲

噪声，即所谓的“斑点效应”。

梯度矢量卷积（ＧｒａｄｉｅｎｔＶｅｃｔｏｒＣｏｎｖｏｌｕ

ｔｉｏｎ，ＧＶＣ）
［１４］是主动轮廓模型［１５］的一种外力场，

具有抗噪能力强、可以实时计算等特点，本文将

ＧＶＣ引入到ＹＫ模型中，提出了基于ＧＶＣ的四

阶各向异性扩散模型，该模型在图像梯度方向的

扩散小于在边缘方向的扩散，从而能更好地保留

图像的边缘细节。

２　背景知识

２．１　梯度矢量卷积（犌犞犆）模型

梯度矢量卷积场（ＧＶＣ）是对主动轮廓模型

中的一种经典外力场———梯度矢量流场（Ｇｒａｄｉ

ｅｎｔＶｅｃｔｏｒＦｌｏｗｆｉｅｌｄ，ＧＶＦ）
［１６］进行改进得到的。

由于ＧＶＦ场需要在整幅图像上利用一个方程组

进行迭代计算，因此，计算复杂度较高，需要消耗

大量时间，而且ＧＶＦ抑制噪声的能力也很有限，

如果图像中存在噪声时，ＧＶＦ就不能有效确定图

像边缘。ＧＶＣ场具有ＧＶＦ场的所有优点，能够

实时计算，而且降低了对噪声的敏感度。ＧＶＣ场

以卷积为基础，计算过程为：

狌＝犳狓犆（狓，狔）

狏＝犳狔犆（狓，狔｛ ）
． （１）

式中，犞＝（狌，狏）为ＧＶＣ场，为卷积算子，犳（狓，

狔）为图像的边缘图，（犳狓，犳狔）为边缘图的梯度矢

量，犆（狓，狔）为卷积核，取犆（狓，狔）＝１／狉
狀
犺，犺，狀∈

犚＋，狉犺＝ 狓２＋狔
２＋槡 犺 。参数犺的作用类似于对

尺度空间滤波，犺值越大，则梯度矢量的扩散越平

滑。因此，可以通过适当增加犺值来达到抑制噪

声的效果，这使得ＧＶＣ场比ＧＶＦ场具有更强的

噪声鲁棒性。由于 ＧＶＣ以卷积运算为基础，借

助快速傅里叶变换可以实时计算。图１显示了

ＧＶＦ和ＧＶＣ对同一幅噪声图像的处理效果，其

中，ＧＶＣ的参数为狀＝２，犺＝２，卷积核大小为６４

×６４，ＧＶＦ的参数为μ＝０．２，迭代次数为８０。从

图１可以看出，ＧＶＣ不但计算速度快，而且能顺

利进入深度凹陷区域，对噪声也有很好的鲁棒性。

（ａ）噪声图像　　（ｂ）ＧＶＦ场　　（ｃ）ＧＶＣ场

（ａ）Ｎｏｉｓｅ狌ｓｈａｐｅｉｍａｇｅ　（ｂ）ＧＶＦｆｉｅｌｄ　（ｃ）ＧＶＣｆｉｅｌｄ

图１　噪声图中的ＧＶＦ场 和ＧＶＣ场（计算时间分别

为０．４５ｓ和０．０４８ｓ。）

Ｆｉｇ．１　ＧＶＦａｎｄＧＶＣｆｉｅｌｄｓｉｎｎｏｉｓｅｉｍａｇｅ（ｗｉｔｈ

ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｔｉｍｅｏｆ０．４５ｓａｎｄ０．０４８ｓｆｏｒ

ＧＶＦａｎｄＧＶＣｆｉｅｌｄｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．）

２．２　四阶犢犓模型

为了解决阶梯效应，Ｙｏｕ和Ｋａｖｅｈ首先提出

了基于四阶偏微分方程的去噪模型。该模型首先

定义了一个关于图像灰度拉普拉斯的能量函数：

犈（犐）＝∫Ω
犳（狘

２犐狘）ｄΩ ， （２）

式中，
２为拉普拉斯算子，通过求解如下欧拉方
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程得到最小化该能量函数：

犐狋＝－
２
犳′（｜

２犐｜）

２犐

｜
２犐（ ）｜ ＝－２（犮·２犐），

（３）

　　该模型将得到一个局部调和（
２犐→０）的曲

面，将图像扩散为分段的光滑斜面，所以能有效去

除二阶模型中的“阶梯效应”，但是该模型会过度

平滑图像中的高频成份，从而导致图像的边缘细

节特征丢失。另外，当犳不是凸函数时，泛函犈

（犐）不一定是凸函数，因此，会使犈（犐）陷入局部最

小值，从而在去噪过程中会产生一些孤立的脉冲

噪声。

３　基于ＧＶＣ的各向异性扩散模型

　　首先，对于图像犐（狓，狔）引入其局部坐标系

（η，ξ），其中η为梯度方向，ξ为边缘方向，图像的

局部坐标系（η，ξ）与空间坐标系（狓，狔）的对应关系

为：

η＝
犐狓

犐２狓＋犐
２

槡 狔

， 犐狔

犐２狓＋犐
２

槡（ ）狔 ， （４）

ξ＝
－犐狔

犐２狓＋犐
２

槡 狔

， 犐狓

犐２狓＋犐
２

槡（ ）狔 ． （５）

　　图像犐（狓，狔）在方向η和ξ上求二阶导数可

得到：

犐ηη＝
犐狓狓犐

２
狓＋犐狔狔犐

２
狔＋２犐狓犐狔犐狓狔

犐２狓＋犐
２
狔

， （６）

犐ξξ＝
犐狓狓犐

２
狔＋犐狔狔犐

２
狓－２犐狓犐狔犐狓狔

犐２狓＋犐
２
狔

． （７）

　　由式（６）和式（７）可以得出：


２犐＝犐狓狓＋犐狔狔＝犐ηη＋犐ξξ， （８）

　　因此，方程（３）也可写成：

犐狋＝－
２（犮１（犐ηη＋犐ξξ））． （９）

由此看出，ＹＫ 模型是一个各向同性的扩散模

型，它在梯度方向和边缘方向进行同等程度的扩

散。为了使ＹＫ模型达到各向异性特性，可以减

去方程（９）中梯度方向的部分二阶导数，因此方程

（９）可以改进为：

犐狋＝－
２（犮１（犐ηη＋犐ξξ）－犮犐ηη）＝－

２（犮１
２犐－犮２犐ηη）．

（１０）

其中，犮１ 和犮２ 共同作用，使图像在方向η和方向ξ
上进行不均等的扩散，从而达到各向异性扩散的

效果。

式（１０）中的二阶导数犐ηη在图像每次迭代之

后都要计算一次，而二阶导数的计算对噪声很敏

感，因此，Ｙｕ
［１０］等人利用ＧＶＦ求解犐ηη，从而得到

了比原始ＰＭ方程更好的去噪效果。随后，Ｇｈｉ

ｔａ
［１１］等人利用一种改进的ＧＶＦ场计算犐ηη，得到

比文献［１０］更好的去噪效果。在第２节中已经介

绍了ＧＶＣ场在计算时间和计算准确性上都优于

ＧＶＦ场。因此，可以将ＧＶＣ引入到式（１０）。令

犖＝犐／｜犐｜，则有：

犐ηη＝｜犐｜·犖 ． （１１）

　　而ＧＶＣ可以看作是｜犐｜的一个光滑近

似，因此可以用犞·犖替代二阶导数犐ηη项，这时，

式（１０）可以写为：

犐狋＝－
２（犮１ 

２犐－犮２犞·犖）． （１２）

这就是本文提出的四阶模型。由于ＧＶＣ场

可以在迭代之前就先计算出来，因此求解方程

（１２）时只需要从图像犐中计算出单位梯度矢量，

避免了计算二阶导数犐ηη所引起的误差。该模型

不仅具有各向异性，而且其数值计算的稳定性也

得到了提高。

令犮１＞犮２，而且当梯度趋于零的时候，犮２→０，

当梯度趋于无穷大的时候，犮２→犮１，这样不仅可以

使图像在η方向上的扩散一直小于在ξ方向上的

扩散，而且在图像相对平坦的区域，其模型接近为

各向同性的扩散滤波器，在图像梯度大的区域，即

在图像边缘区域，其模型为各项异性的扩散。本

文中，扩散系数犮１ 和犮２ 计算过程如下：

犮１（｜犐｜）＝
１

１＋（｜犐｜／犽１）
２
， （１３）

犮２（｜犐｜）＝犿·｜犐｜·ｅｘｐ（－（｜犐｜／犽２）
２），犿∈（０，１）．

（１４）

由式（１４）可知，可以通过调节犽１，犽２ 和犿 值的大

小来得到最佳的去噪效果。图２给出了犮１ 和犮２

随梯度模的变化关系，这就决定了模型（１２）是各

向异性的。图３展示了直接计算犐ηη和采用犞·犖

和犞ＧＶＦ·犖近似二阶导数犐ηη的情形。从图３可

以看出，由于受噪声的干扰，直接计算犐ηη基本不

能反映目标的轮廓，而 ＧＶＦ由于对噪声的鲁棒

性不够好，结果也不甚理想，而基于ＧＶＣ的结果

则能完美的反映出目标轮廓，使在扩散过程中就

能很好地利用目标轮廓信息，从而达到保持目标

轮廓的目的。这里ＧＶＣ的参数为狀＝３，犺＝２０，

卷积核大小为３２×３２，ＧＶＦ的参数为μ＝０．２，迭

代次数为８０。
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图２　扩散系数犮１ 和犮２，其中犽１＝犽２＝３，犿＝０．３。

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｆｆｕｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ犮１ａｎｄ犮２ ｗｉｔｈ犽１＝犽２＝

３，犿＝０．３

（ａ）高斯噪声图像犖（０，２０）　　　 （ｂ）直接计算的狌ηη

（ａ）Ｇａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅｉｍａｇｅｗｉｔｈ犖（０，２０）　（ｂ）Ｄｉｒｅｃｔｌｙｃａｌｃｕｌａｔｅｄ狌ηη

（ｃ）基于ＧＶＦ的犐ηη　　　（ｄ）基于ＧＶＣ的犐ηη

（ｃ）ＧＶＦｂａｓｅｄ犐ηη　　（ｄ）ＧＶＣｂａｓｅｄ犐ηη

图３　用不同方法计算得到的犐ηη

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆ犐ηηｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

（ａ）Ｃａｍｅｒａｍａｎ噪声图像

（ａ）Ｃａｍｅｒａｍａｎｎｏｉｓｅｉｍａｇｅｓ

（ｂ）ＹＫ模型的结果，ＰＳＮＲ＝２７．６５

（ｂ）ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＹＫｍｏｄｅｌ，ＰＳＮＲ＝２７．６５

（ｃ）本文模型的结果，ＰＳＮＲ＝２９．４３

（ｃ）Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐｒｏｐｏｓｅｄｍｏｄｅｌ，ＰＳＮＲ＝２９．４３

Ｆｉｇ．４　Ｌｅｎａ图像的去噪结果

Ｆｉｇ．４　ＤｅｎｏｉｓｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆＬｅｎａｉｍａｇｅｓ

（ａ）Ｃａｍｅｒａｍａｎ噪声图像

（ａ）Ｃａｍｅｒａｍａｎｎｏｉｓｅｉｍａｇｅｓ

（ｂ）ＹＫ模型的结果，ＰＳＮＲ＝２８．９６

（ｂ）ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＹＫｍｏｄｅｌ，ＰＳＮＲ＝２８．９６
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（ｃ）本文模型的结果，ＰＳＮＲ＝３０．５２

（ｃ）Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐｒｏｐｏｓｅｄｍｏｄｅｌ，ＰＳＮＲ＝３０．５２

Ｆｉｇ．５　Ｃａｍｅｒａｍａｎ图像的去噪结果２

Ｆｉｇ．５　ＤｅｎｏｉｓｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆＣａｍｅｒａｍａｎｉｍａｇｅｓ２

（ａ）Ｂａｒｂａｒａ噪　（ｂ）ＹＫ模型结果，　（ｃ）本文模型结果

声图像 ＰＳＮＲ＝２７．３７ ＰＳＮＲ＝２９．４７

（ａ）Ｂａｒｂａｒａｎｏｉｓｅ （ｂ）ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＹＫ （ｃ）Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐｒｏｐｏｓｅｄ

ｉｍａｇｅ ｍｏｄｅｌ，ＰＳＮＲ ｍｏｄｅｌ，ＰＳＮＲ

＝２７．３７ ＝２９．４７

（ｄ）线段１的灰度值

（ｄ）Ｐｉｘｅｌｉｎｔｅｎｓｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｓｆｏｒｔｈｅｓｅｌｅｃｔｅｄｌｉｎｅ１

（ｅ）线段２的灰度值

（ｅ）Ｐｉｘｅｌｉｎｔｅｎｓｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｓｆｏｒｔｈｅｓｅｌｅｃｔｅｄｌｉｎｅ２

（ｆ）ＹＫ结果的残差图　　（ｇ）本文方法的残差图

（ｆ）ＲｅｓｉｄｕａｌｉｍａｇｅｏｆＹＫ　（ｇ）Ｒｅｓｉｄｕａｌｉｍａｇｅｏｆ

ｒｅｓｕｌｔｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ

图６　Ｂａｒｂａｒａ图像的去噪结果，灰度图及残差图

Ｆｉｇ．６　Ｄｅｎｏｉｓｅｒｅｓｕｌｔ，ｐｉｘｅｌｉｎｔｅｎｓｉｔｙａｎｄｒｅｓｉｄｕａｌｓｏｆ

Ｂａｒｂａｒａｉｍａｇｅ

４　实验结果

　　为了验证本文所提模型的去噪能力，本节将

模型（１２）应用于不同的图像（Ｌｅｎａ和 Ｃａｍｅｒａ

ｍａｎ）中，并和 ＹＫ模型的结果进行比较。模型

（１２）的参数取为犽１＝犽２＝３，犿＝０．３，ＧＶＣ卷积

核大小为６４×６４，时间步长为０．０３，迭代次数为

３００；ＹＫ模型时间步长为０．２，迭代次数为５００。

通过放大的局部图像的视觉效果来评价模型的细

节保持能力。另外，本文还选用数值方法定量评

价所提模型。对图像的数值比较方法有很多

种［１７１８］，本文采用常用的峰值信噪比（ＰｅａｋＳｉｇ

ｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＰＳＮＲ）来评价去噪效果，

ＰＳＮＲ的计算公式为：

ＰＳＮＲ＝１０ｌｇ
ｍａｘ（犐（狓））２狓∈Ω

１

ｓｉｚｅ（Ω）（犻，犼）∈Ω

（犐（犻，犼）－犗（犻，犼））
２ｄ犻ｄ犼

．

（１４）

图４和图５分别给出了２个模型对犔犲狀犪图

像和犆犪犿犲狉犪犿犪狀图像的处理结果。图像中的噪

声均为方差为２０的零均值高斯噪声。从图４和

图５可以看到，ＹＫ模型的处理结果中边缘细节

模糊，会有一些斑点产生，而本文模型的处理结果

中边缘细节得到了更好的保留，比如在Ｌｅｎａ图

像中的帽子边缘部分，以及Ｃａｍｅｒａｍａｎ图像中的

相机支架边缘都更加清晰，同时具有更高的

ＰＳＮＲ值。因此，本文模型比ＹＫ模型具有更强

的去噪效果和边缘保护能力。图６给出了 ＹＫ
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模型和本文模型对Ｂａｒｂａｒａ图像的处理结果，图

像中添加了均值为零，方差为２０的高斯噪声。文

中还选取了图中的两条线段来观察其灰度值的变

化。从图６（ｄ）、６（ｅ）可以看出，基于ＧＶＣ的模型

的结果要比ＹＫ模型的结果光滑得多。同时图６

（ｆ）、６（ｇ）给出的两幅残差图像表明，本文提出的

基于ＧＶＣ的模型残差小，能更好地保持边缘和

图像细节。另外，本文提出的模型能够得到更高

的ＰＳＮＲ值，如表１所示。

表１　图４，５，６的犘犛犖犚数值比较

Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＰＳＮＲｓｆｏｒＦｉｇ（４），（５），（６）

（ｄＢ）

ＰＳＮＲ Ｌｅｎａ Ｃａｍｅｒａｍａｎ Ｂａｒｂａｒａ

ＹＫ模型 ２７．６５ ２８．９６ ２７．３７

本文模型 ２９．４３ ３０．５２ ２９．４７

５　结　论

　　原始ＹＫ模型是一个各向同性的扩散滤波

器，本文通过将ＧＶＣ引入到ＹＫ模型中提出了

新的各向异性扩散方程。提出的各向异性扩散模

型去除了拉普拉斯项中部分梯度方向的二阶导

数，并利用ＧＶＣ代替求解高阶导数。由于ＧＶＣ

具有捕捉范围广、进入深度凹陷区域强、可以实时

计算以及噪声鲁棒性高的特点，本文所提方法可

以提高模型的数值计算稳定性和去噪效果，所有

实验中得到的峰值信噪比均比原始模型超过了

１ｄＢ。由于新模型具有各向异性扩散的特性，在

图像边缘方向扩散较大，在梯度方向扩散较小，从

而大大提高了对图像边缘和纹理等细节特征的保

护能力。
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