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摘要：在ＰＩＤ控制器稳定参数域的研究中，要求控制系统具有一定的稳定裕度，以便补偿被控对象模型的不确定性和

ＰＩＤ控制器的参数漂移特性。本文扩展了传统稳定裕度（幅值裕度和相位裕度）的定义，定义了被控对象在ＰＩＤ控制下

的４种稳定裕度。针对含有右半平面（ＲＨＰ）极点和不含有ＲＨＰ极点的两种被控对象，讨论了它们必然存在的稳定裕

度。对于以这些稳定裕度作为性能指标约束的两类ＰＩＤ闭环控制系统，利用扩展 ＨｕｒｍｉｔｅＢｉｅｈｌｅｒ定理给出了其ＰＩＤ稳

定参数域的详细构建方法，并通过两个仿真实例对该方法进行了验证。结果表明，利用本文提出的方法可以得到满足稳

定裕度条件的ＰＩＤ参数稳定域。
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１　引　言

　　比例积分微分（ＰＩＤ）控制器作为一种历史

悠久、结构简单、鲁棒性强的控制器，至今仍然被

广泛应用于工业控制领域的各个方面［１］。在过去

的几十年中，ＰＩＤ的参数整定一直是个热点问题，

大量的基于经验和工业实践的整定方法相继被提

出，文献［２］对这些方法进行了汇总。这些方法大

多是基于特定结构的时滞对象（例如 ＦＯＬＰＤ、

ＳＯＳＰＤ和ＴＯＳＰＤ等）给出的，通用性一般较差。

并且，在设计控制器时并不能确定被控对象一定

存在稳定的ＰＩＤ控制器。

近些年，对于ＰＩＤ控制器稳定参数域的研究

取得了重要进展。到目前为止，非时滞对象ＰＩＤ

稳定参数域的构建方法主要有以下几种：（１）基

于边界穿越定理和Ｄ分割的方法
［３７］，这种方法

是根据边界穿越定理建立稳定Ｄ边界的代数方

程，取某一固定的犽ｉ或者犽ｄ，来获得（犽ｐ，犽ｄ）或者

（犽ｐ，犽ｉ）平面内相应的Ｄ分割边界，然后，通过测

试各区域的稳定性来确定Ｄ（０）稳定区域，其缺点

是不能确定参数犽ｉ或者犽ｄ 的有效遍历范围；（２）

基于实数域扩展 ＨｅｒｍｉｔｅＢｉｅｈｌｅｒ定理
［８］的方

法［９１３］；（３）基于奇异频率和奇异边界的方

法［１４１６］。这两种方法都是先确定ＰＩＤ控制器存

在的犽ｐ可行范围，再确定该范围内的每一个固定

犽ｐ对应的（犽ｉ，犽ｄ）凸多边形区域，这种处理方式也

被用于时滞系统的处理［１７１８］；（４）基于区间分析

和集逆算法的方法［１９２１］，这种方法首先需要建立

使闭环系统稳定，并与控制器参数相关的不等式

组，然后，利用区间分析和集逆算法确定预先给定

区间上的３犇 稳定区域。可见，方法（１）和方法

（４）在预定区间或区域选择不当的情况下，将得不

到完整的ＰＩＤ稳定区域，甚至会错误地认为不存

在使系统稳定的ＰＩＤ控制器。

所设计系统不仅要具有稳定性，还要求有一

定的鲁棒性以补偿被控对象模型的不确定性，这

个要求通常以幅值裕度犌ｍ 和相位裕度犘ｍ 的形

式给出。其中，幅值裕度的稳定性等价于一簇实

系数多项式的稳定性，可以利用实数域扩展 Ｈｅｒ

ｍｉｔｅＢｉｅｈｌｅｒ定理对其进行处理；相位裕度的稳定

性等价于一簇复系数特征多项式的稳定性，可以

利用复数域扩展 ＨｅｒｍｉｔｅＢｉｅｈｌｅｒ定理
［２２］对其进

行处理［２３］。

本文通过引入可行犽ｐ分区间上的构建序列不

变性，避免了大量的区间可行序列计算和基于无效

区间可行序列的参数域构建，从而，使用于ＰＩＤ参

数域构建的实数域和复数域扩展 ＨｅｒｍｉｔｅＢｉｅｈｌｅｒ

定理的计算效率大幅提高。另一方面，本文基于

Ｎｙｑｕｉｓｔ图分析了被控对象含有ＲＨＰ（右半平面）

极点和不含有ＲＨＰ极点两种情况下的闭环稳定裕

度（犘ｍ 和犌ｍ）分布，给出了基于区间稳定裕度指标

约束的ＰＩＤ稳定参数域算法。

２　理论依据

　　考虑下述狀阶实系数多项式（狆狀≠０）：

犘（狊）＝狆０＋狆１狊＋狆２狊
２＋…＋狆狀－１狊

狀－１＋狆狀狊
狀，（１）

如果犘（狊）＝０所有根的实数部分都是负的

（也就是说，犘（狊）所有零点全部位于开左半复数

平面内），则称犘（狊）为Ｈｕｒｗｉｔｚ多项式。

对于任意的ω∈犚，取狊＝ｊω，则有：

犘（ｊω）＝犘ｒ（ω）＋ｊ犘ｉ（ω）． （２）

其中：犘ｒ（ω）和犘ｉ（ω）分别为犘（ｊω）的实部和虚

部，则两者都是关于ω的实系数多项式。

取ωｒ，１＜ωｒ，２＜ωｒ，３＜…和ωｉ，０＝０＜ωｉ，１＜ωｉ，２

＜ωｉ，３＜…分别为犘ｒ（ω）和犘ｉ（ω）的相异非负实

数零点。

定理１（ＨｅｒｍｉｔｅＢｉｅｈｌｅｒ定理）：对于狀阶实

系数多项式（１），犘（狊）是 Ｈｕｒｗｉｔｚ多项式的充分

必要条件是下列３个条件同时成立
［８，２２］：

（１）狆狀 和狆狀－１同号，即狊犵狀［狆狀］＝狊犵狀［狆狀－１］；

（２）犘ｒ（ω）和犘ｉ（ω）只有实数零点，且相异；

（３）犘ｒ（ω）和犘ｉ（ω）的非负实数零点满足交

错特性，即：

　　ωｉ，０＜ωｒ，１＜ωｉ，１＜ωｒ，２＜ωｉ，２＜ωｒ，３＜…，

（３）
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上述条件（２）和条件（３）等价于下面的条件：

狀＝

狊犵狀［狆０］·｛狊犵狀［犘ｒ（０）］＋∑
犿－１

犼＝１

（－１）
犿－１２狊犵狀［犘ｒ（ωｉ，犼）］＋

　　（－１）
犿·狊犵狀［犘ｒ（∞）］｝，狀＝２犿

狊犵狀［狆０］·｛狊犵狀［犘ｒ（０）］＋∑
犿

犼＝１

（－１）
犿－１２狊犵狀［犘ｒ（ωｉ，犼）］｝

狀＝２犿＋

烅

烄

烆 １

．

（４）

ＨｅｒｍｉｔｅＢｉｅｈｌｅｒ定理只能用于判断犘（狊）是

否为Ｈｕｒｗｉｔｚ多项式，而不能给出犘（狊）的零点分

布情况。

定理２（实数域扩展 ＨｅｒｍｉｔｅＢｉｅｈｌｅｒ定理）：

假设狀阶实系数多项式犘（狊）含有犽个原点处的

零点，犾个左半平面（ＬｅｆｔＨａｌｆＰｌａｎｅ，ＬＨＰ）零点，

狉个右半平面（ＲｉｇｈｔＨａｌｆＰｌａｎｅ，ＲＨＰ）零点，取σ

（犘）＝犾－狉。令ωｉ，０＝０＜ωｉ，１＜ωｉ，２＜…＜ωｉ，犿－１

为犘ｉ（ω）的所有奇数重相异非负有限实数零点，

且ωｉ，犿→＋∞。取犻０＝狊犵狀［犘
（犽）
ｒ （０）］，犻狋＝狊犵狀［犘ｒ

（ωｉ，狋）］，狋∈｛１，２，犿｝，犼＋ ＝（－１）
犿－１ｓｇｎ［犘ｉ

（ωｉ，犿）］，则
［８］有：

σ（犘）＝

犼＋·犻０＋∑
犿－１

狋＝１

（－１）
狋２犻狋＋（－１）

犿·犻｛ ｝犿 ，狀为偶数

犼＋·犻０＋∑
犿－１

狋＝１

（－１）
狋２犻｛ ｝狋 ， 狀

烅

烄

烆
为奇数

，

（５）

如前所述，相位裕度犘ｍ 约束下的ＰＩＤ参数

域涉及到复系数多项式簇的稳定性，故而需要引

入复数域的ＨｅｒｍｉｔｅＢｉｅｈｌｅｒ定理，如下：

定理３（复数域扩展 ＨｅｒｍｉｔｅＢｉｅｈｌｅｒ定理）：对

于首项为实数的狀阶复系数多项式犘（狊），取σ（犘）

＝犾－狉，其中，犾和狉分别为犘（狊）在左半平面和右半

平面的零点个数。令ωｉ，１＜ωｉ，２＜…＜ωｉ，犿－１为所

有犘ｉ（ω）的奇数重相异有限实数零点，定义ωｉ，０→

－∞和ωｉ，犿→＋∞。取犻狋＝狊犵狀［犘ｒ（ωｉ，狋）］，狋∈｛０，

１，２，犿｝，犼＋＝（－１）
犿－１狊犵狀［犘ｉ（ωｉ，犿）］则

［１９］：

σ（犘）＝

犼＋· ∑
犿－１

狋＝１

（－１）
狋犻｛ ｝狋 ，　犱犲犵（犘ｉ）≥犱犲犵（犘ｒ）

１

２
犼＋·犻０＋∑

犿－１

狋＝１

（－１）
狋２犻狋＋（－１）

犿犻｛ ｝犿 ，
烅

烄

烆
其它

．

（６）

３　ＰＩＤ参数稳定域

　　考虑图１所示的典型单位反馈控制系统

犌（狊）＝
犖（狊）

犇（狊）
， （７）

犆（狊）＝
犽ｄ狊

２＋犽ｐ狊＋犽ｉ
狊

， （８）

其中：犖（狊）和犇（狊）为关于狊的互质多项式。系统

的闭环特征多项式为：

δ（狊，犓）＝狊犇（狊）＋（犽ｄ狊
２＋犽ｐ狊＋犽ｉ）犖（狊）， （９）

目的就是确定δ（狊）为 Ｈｕｒｗｉｔｚ多项式时，

图１　典型单位反馈系统

Ｆｉｇ．１　Ｔｙｐｉｃａｌｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍ

ＰＩＤ参数增益向量犓＝｛犽ｐ，犽ｉ，犽ｄ｝所需要满足的

条件，并以图形的形式加以显示。分别将犖（狊）和

犇（狊）按照奇偶次幂分解：

犖（狊）＝犖犲（狊
２）＋狊犖狅（狊

２）

犇（狊）＝犇犲（狊
２）＋狊犇狅（狊

２）
， （１０）

取：

犖（狊）＝犖犲（狊
２）－狊犖狅（狊

２）， （１１）

引入扩展特征多项式狏（狊，犓），

狏（狊，犓）＝δ（狊，犓）犖（狊）． （１２）

如果δ（狊，犓）为 Ｈｕｒｗｉｔｚ多项式，则σ（δ）＝狀。

取犾（犖）和狉（犖）分别为 犖 （狊）的 ＬＨＰ和

ＲＨＰ零点个数，则：

σ（狏）＝σ（δ犖）＝狀＋［犾（犖）－狉（犖）］，（１３）

　　取狊＝ｊω，得

狏（ｊω，犓）＝狏ｒ（ω，犽ｉ，犽ｄ）＋ｊ狏ｉ（ω，犽ｐ）， （１４）

其中：

狏ｒ（ω，犽ｉ，犽ｄ）＝狆１（ω）＋（犽ｉ－ω
２犽ｄ）狆２（ω）

狏ｉ（ω，犽ｐ）＝狇１（ω）＋犽ｐ狇２（ω）

狆１（ω）＝－ω
２（犖犲（ω

２）犇狅（ω
２）－犖狅（ω

２）犇犲（ω
２））

狆２（ω）＝犖
２
犲（ω

２）＋ω
２犖２狅（ω

２）

狇１（ω）＝ω（犖犲（ω
２）犇犲（ω

２）＋ω
２犖狅（ω

２）犇狅（ω
２））

狇２（ω）＝ω狆２（ω

烅

烄

烆
）

．

（１５）

３．１　可行犽狆区间犝犛 的确定

为了保证δ（狊，犓）为 Ｈｕｒｗｉｔｚ多项式，要求狏

（狊，犓）的ＲＨＰ零点全部由犖（狊）引入。由于狏ｉ

（ω，犽ｐ）为犚上的奇函数，所以要求狏ｉ（ω，犽ｐ）至少

应该有犣０ 个奇数重非负相异实数零点。
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犣０＝

σ（狏）

２
，　犳狅狉犱犲犵［狏（狊，犓）］犻狊犲狏犲狀

σ（狏）＋１
２

，犳狅狉犱犲犵［狏（狊，犓）］
烅

烄

烆
犻狊狅犱犱

， （１６）

取：

犽ｐ（ω）＝－
狇１（ω）

狇２（ω）
． （１７）

定义狀１２为狇１（ω）和狇２（ω）的公因式的非负实

数零点个数，狀１２≥１。则上面对于狏ｉ（ω，犽ｐ）的要

求就等价于：式（１７）所代表的曲线与直线犽ｐ（ω）

＝犽ｐ在区间［０，＋∞）上至少存在犣０－狀１２个交

点。

３．２　固定犽狆下的（犽犻，犽犱）区域犚犛，犽
狆

对于某一个固定犽ｐ，假设狏犻（ω，犽ｐ）的奇数重

相异非负实数零点为ω０＝０＜ω１＜ω２＜…＜

ω犿－１，取ω犿→＋∞。然后，做以下定义：

犻狋＝｛－１，１｝，狋＝０，１，２，…，犿－１， （１８）

犻犿＝
０，　犳狅狉犱犲犵［狏（狊，犓）］犻狊狅犱犱

｛－１，１｝，犳狅狉犱犲犵［狏（狊，犓）］｛ 犻狊犲狏犲狀

犃犽
ｐ
＝｛［犻０，犻１，犻２，…，犻犿］｝， （１９）

犼＋＝（－１）
犿－１狊犵狀［狏ｉ（ω犿，犽ｐ）］． （２０）

根据定理２，如果存在使δ（狊，犓）为 Ｈｕｒｗｉｔｚ

多项式的ＰＩＤ参数增益向量犓，则必然存在满足

（２１）式的序列犐＝［犻０，犻１，犻２，…，犻犿］∈犃犽
ｐ
。

σ（狏）＝犼＋· 犻０＋∑
犿－１

狋＝１

（－１）
狋２犻狋＋（－１）

犿·犻｛ ｝犿 ，

（２１）

定义可行序列集合：

犉犽
ｐ
：＝｛犐１，犐２，犐３，…｝， （２２）

其中：犐１，犐２，犐３，…为满足式（２１）的序列犐∈犃犽
ｐ
。

对于犉犽
ｐ
中的一个序列犐犻＝［犻０，犻１，犻２，…，

犻犿］，与之对应的（犽ｉ，犽ｄ）区域犡犻由下述不等式组

决定：

狏ｒ（ω狋，犽ｉ，犽ｄ）·犻狋＞０， （２３）

其中：犻狋≠０，（狋＝０，１，２，…，犿）。犉犽
ｐ
中所有序列

犐１，犐２，犐３，…对应的（犽ｉ，犽ｄ）区域的并集即为当前

犽ｐ下的（犽ｉ，犽ｄ）区域，即：

犚犛，犽
ｐ
＝∪犻＝１，２，３，…犡犻． （２４）

４　稳定裕度约束下的ＰＩＤ稳定域

　　对于图１的控制系统，其开环传递函数为：

犌狅（狊）＝犌（狊）犆（狊）＝
（犽ｄ狊

２＋犽ｐ狊＋犽ｉ）犖（狊）

狊犇（狊）
， （２５）

可见，犌狅（狊）的ＲＨＰ极点与犌（狊）的ＲＨＰ极

点完全相同，也就是说开环特征多项式的 ＲＨＰ

零点个数犖狆 是已知的。根据 Ｎｙｑｕｉｓｔ稳定判据

可知，当犖狆＞０时，存在开环ＲＨＰ极点，如果闭

环系统稳定，则犌狅（ｊω）必定穿越实轴区间（－∞，

－１）至少一次；当犖狆＝０时，不存在开环ＲＨＰ极

点，如果闭环系统稳定，则要求犌狅（ｊω）所包围（－

１，０）区间的点的代数和为零，此时，并不能确定

犌狅（ｊω）是否穿越实轴区间（－∞，－１）。但只要闭

环系统稳定，犌狅（ｊω）就必定穿越实轴区间（－１，０）

至少一次。同样，当犖狆＝０时，犌狅（ｊω）与原点处

的单位圆至少存在一个实轴下方的交点，实轴上

方是否存在交点不能确定；当犖狆＞０时，实轴上

方和下方至少各存在一个交点。

（ａ）犌（狊）不含有ＲＨＰ极点　　（ｂ）犌（狊）含有ＲＨＰ极点

（ａ）犌（狊）ｗｉｔｈｏｕｔＰＨＰｐｏｌｅｓ　（ｂ）犌（狊）ｗｉｔｈＲＨＰｐｏｌｅｓ

图２　开环传递函数犌狅（狊）的Ｎｙｑｕｉｓｔ图

Ｆｉｇ．２　ＮｙｑｕｉｓｔｐｌｏｔｓｆｏｒｏｐｅｎｌｏｏｐＴＦ犌狅（狊）

基于以上分析，两种情况下包含最少交点的

开环Ｎｙｑｕｉｓｔ曲线如图２所示。对于闭环稳定系

统，做以下定义：

（１）开环 Ｎｙｑｕｉｓｔ图与实轴区间（－１，０）的

所有交点中距离点（－１，０）最近的点（－犪，０）对应

的值为犺＋＝１／犪＞１，将其定义为系统的最小幅值

裕度。

（２）开环Ｎｙｑｕｉｓｔ图与实轴区间（－∞，－１）

的所有交点中距离点（－１，０）最近的点（－犫，０）对

应的值为犺－＝１／犫＜１，将其定义为系统的最大幅

值裕度。

（３）将开环Ｎｙｑｕｉｓｔ图与原点处的单位圆在

实轴下方逆时针方向的第一个交点对应的角度

θ
＋
＞０定义为系统的正相位裕度。

（４）将开环Ｎｙｑｕｉｓｔ图与原点处的单位圆在

实轴上方顺时针方向的第一个交点对应的角度
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θ
－
＜０定义为系统的负相位裕度。

当犖狆＞０时，４个稳定裕度犺
＋，犺－，θ

＋，θ
－必

然都存在；而当犖狆＝０时，必定存在的只有犺
＋和

θ
＋。为了保证闭环系统的稳定性和鲁棒性，需要

对系统的稳定裕度加以限制。本节所要解决的就

是上述稳定裕度约束下的ＰＩＤ稳定域求解问题。

对于一个固定的犽ｐ，由于犚犛，犽
ｐ
是由所有能够

使闭环系统稳定的（犽ｉ，犽ｄ）参数点构成的区域，所

以能够保证闭环系统稳定性和鲁棒性的（犽ｉ，犽ｄ）

区域犚犽
ｐ
必定在犚犛，犽

ｐ
内。如图３所示：

犚犽
ｐ
＝犚犛，犽

ｐ
∩犚犘

ｍ
，犽
ｐ
∩犚犌

ｍ
，犽
ｐ
． （２６）

其中：犚犘
ｍ
，犽
ｐ
和犚犌

ｍ
，犽
ｐ
分别为相位裕度和幅值裕度

单独约束下的（犽ｉ，犽ｄ）区域。

图３　固定犽ｐ 对应的犚犛，犽
ｐ
，犚犌

ｍ
，犽
ｐ
，犚犘

ｍ
，犽
ｐ
，犚犽

ｐ
区域

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｇｉｏｎｓ犚犛，犽
ｐ
，犚犌

ｍ
，犽
ｐ
，犚犘

ｍ
，犽
ｐ
犪狀犱犚犽

ｐ
ｆｏｒａｆｉｘｅｄ犽ｐ

４．１　幅值裕度约束下的稳定区域

根据幅值裕度的物理含义可以知道，幅值裕

度犺约束下的ＰＩＤ稳定性等价于新被控对象犺犌

（狊）的ＰＩＤ稳定性。

对于幅值裕度约束：犺１≤犺≤犺２，可行犽ｐ 区间

和固定犽ｐ下的（犽ｉ，犽ｄ）区域由下列２个实系数多

项式簇的稳定区域决定：

δ１＝狊犇（狊）＋犃１（犽ｄ狊
２＋犽ｐ狊＋犽ｉ）犖（狊），犃１∈犎１

δ２＝狊犇（狊）＋犃２（犽ｄ狊
２＋犽ｐ狊＋犽ｉ）犖（狊），犃２∈犎

烅
烄

烆 ２

，

（２７）

（１）如果犺为最小幅值裕度犺＋（犎犻 为［１，

犺犻］），则：

　　　　　　
犝＋
犌
ｍ
＝犝犛∩犝

＋
犺
１

犚＋
犌
ｍ
，犽
ｐ
＝犚＋

犌
ｍ１
，犽
ｐ
－犚＋

犌
ｍ２，犽

ｐ

， （２８）

其中：犝＋
犺
１
为犃１＝犺１ 对应的可行犽ｐ区间；犚

＋
犌犿１，犽

ｐ

和

犚＋
犌
ｍ２，犽

ｐ

分别为固定犽ｐ下的δ１ 和δ２ 对应的（犽ｉ，犽ｄ）

区域，犚＋
犌
ｍ
，犽
ｐ
为犺＋约束下的（犽ｉ，犽ｄ）区域。

（２）如果犺为最大幅值裕度犺－（犎犻 为［犺犻，

１］），则：

　　　　　　
犝－
犌
ｍ
＝犝犛∩犝

－
犺
２

犚－
犌
ｍ
，犽
ｐ
＝犚－

犌
ｍ２
，犽
ｐ
－犚－

犌
ｍ１，犽

ｐ

， （２９）

其中：犝－
犺
２
为犃２＝犺２ 对应的可行犽ｐ 区间；犚

－
犌
ｍ１
，犽
ｐ

和犚－
犌
ｍ２
，犽
ｐ
分别为固定犽ｐ 下的δ１ 和δ２ 对应的（犽ｉ，

犽ｄ）区域，犚
－
犌
ｍ
，犽
ｐ
为犺－约束下的（犽ｉ，犽ｄ）区域。

（３）如果同时约束犺＋和犺－，则：

犝犌
ｍ
＝犝＋

犌
ｍ
∩犝

－
犌
ｍ

犚犌
ｍ
，犽
ｐ
＝犚＋

犌
ｍ
，犽
ｐ
∩犚

－
犌
ｍ
，犽
ｐ

． （３０）

其中：犝犌
ｍ
为幅值裕度约束下的可行犽ｐ 区间；

犚犌
ｍ
，犽
ｐ
为固定犽ｐ对应的（犽ｉ，犽ｄ）区域。

４．２　相位裕度约束下的稳定区域

与幅值裕度类似，相位裕度θ约束下的ＰＩＤ

稳定性等价于被控对象ｅ－ｊθ犌（狊）的ＰＩＤ稳定性。

这里，

θ＝
　　θ

＋，　　犳狅狉犖狆＝０

ｍｉｎ（θ
＋，－θ

－），犳狅狉犖狆＞
烅
烄

烆 ０
， （３１）

如果要求０≤θ１≤θ≤θ２，则可行犽ｐ 区间犝犘
ｍ

和固定犽ｐ 下的（犽ｉ，犽ｄ）区域犚犘ｍ，犽ｐ由下列２个复

系数多项式的稳定区域决定：

δ３＝狊犇（狊）＋ｅ
－ｊ狉１（犽ｄ狊

２＋犽ｐ狊＋犽ｉ）犖（狊），狉１∈［０，θ１］

δ４＝狊犇（狊）＋ｅ
－ｊ狉２（犽ｄ狊

２＋犽ｐ狊＋犽ｉ）犖（狊），狉２∈［０，θ１
烅
烄

烆
］
，

（３２）

此时，

犝犘
ｍ
＝犝犘

ｍ１
，

犚犘
ｍ
，犽
ｐ
＝犚犘

ｍ１
，犽
ｐ
－犚犘

ｍ２
，犽
ｐ
． （３３）

其中：犝犘
ｍ１
为δ３ 对应的可行犽ｐ 区间，犝犘

ｍ
为相位

裕度约束下的可行犽ｐ 区间；犚犘ｍ１，犽ｐ和犚犘ｍ２，犽ｐ分别

为固定犽ｐ 下的δ３ 和δ４ 对应的（犽ｉ，犽ｄ）区域，

犚犘
ｍ
，犽
ｐ
为固定犽ｐ对应的（犽ｉ，犽ｄ）区域。

４．３　复系数多项式的稳定性

对于式（３２）类型的复系数多项式与实数情况

类似，可以得到式（１４），这里：

狏ｒ′（ω，犽ｉ，犽ｄ）＝－狇１（ω）ｓｉｎ（θ）＋狆１（ω）ｃｏｓ（θ）＋

（犽ｉ－ω
２犽ｄ）狆２（ω）

狏ｉ′（ω，犽ｐ）＝狇１（ω）ｃｏｓ（θ）＋狆１（ω）ｓｉｎ（θ）＋犽ｐ狇２（ω）

，

（３４）

其中，狆１（ω），狆２（ω），狇１（ω），狇２（ω）参见式（１５）。
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由于狏ｉ′（）既非奇函数又非偶函数，所以需要根

据狏ｉ′（）＝０的所有实根个数来确定可行犽ｐ 区

间。也就是说，狏ｉ′（）＝０至少需要有犣０′相异奇

数重实根。

犣０′＝
σ（狏），　犳狅狉犱犲犵［狏ｉ′（）］≥犱犲犵［狏ｒ′（）］

σ（狏）－１，犳狅狉犱犲犵［狏ｉ′（）］＜犱犲犵［狏ｒ′（
烅
烄

烆
）］
，

（３５）

犽ｐ′（ω）＝－
狇１（ω）ｃｏｓ（θ）＋狆１（ω）ｓｉｎ（θ）

狇２（ω）
．

（３６）

定义狀１２′为式（３６）右边分子和分母多项式的

公因式多项式的实数零点个数，则对于狏ｉ′（ω，犽ｐ）

＝０的实根个数的约束就等价于式（３６）所代表的

曲线犽ｐ′（ω）＝犽ｐ与（－∞，＋∞）直线在上方至少

存在犣０′－狀１２′个交点。

对于固定犽ｐ 下的（犽ｉ，犽ｄ）区域犚犘ｍ，犽ｐ的构建

方法，与实系数情况也有所不同。如果ω１＜ω２＜

…＜ω犿－１为狏ｉ′（）＝０的所有相异奇数重实根，

取ω０→－∞，ω犿→＋∞。做以下定义：

犻狋＝｛－１，１｝，狋＝１，２，…，犿－１

犻狉＝
０，　犳狅狉犱犲犵（狏ｉ′（））≥犱犲犵（狏ｒ′（））

｛－１，１｝，犳狅狉犱犲犵（狏ｒ′（））＞犱犲犵（狏ｉ′（
烅
烄

烆
））
，狉＝０，犿

，

（３７）

则可行序列集合犉犽
ｐ
的元素犐犻＝［犻０，犻１，犻２，

…，犻犿］都需要满足式（３８）。对于犉犽
ｐ
的每一个元

素通过式（２３）构建相应的（犽ｉ，犽ｄ）区域，取并集后

就可得到犚犘
ｍ
，犽
ｐ
。

σ（狏）＝
犼＋
２
·犻０＋∑

犿－１

狋＝１

（－１）
狋２犻狋＋（－１）

犿·犻｛ ｝犿 ．

（３８）

４．４　稳定裕度约束下的犘犐犇稳定域算法

在构建（犽ｉ，犽ｄ）区域时，没有必要对每一个固

定犽ｐ都求解一次可行序列犉犽
ｐ
。对于每一个可行

犽ｐ分区间上的所有犽ｐ，狏ｉ或者狏ｉ′的相异（非负）

实数零点个数都是相同的，其可行序列集合犉犽
ｐ

也必定相同，记为犉犻。其中，犻为可行分区间序

号。并不是可行序列集合中的每一个元素都会构

成（犽ｉ，犽ｄ）区域，将确实能够构成（犽ｉ，犽ｄ）区域的序

列称为构建序列犐犽
ｐ
，所有犐犽

ｐ
的集合称为构建序

列集合犉
犽
ｐ
。由于可行分区间上（犽ｉ，犽ｄ）区域的连

续性，所以，可以用分区间上所取的第一个固定

犽ｐ所对应的犉

犽
ｐ
作为区间构建序列集合犉

犻 。如

果可行分区间犻和犼对应的狏ｉ或者狏ｊ′的相异（非

负）实数零点个数相同，则有犉
犻 ＝犉


犼 。以上特性

称为可行犽ｐ 分区间上的构建序列不变性。通过

以上操作，构建序列部分的算法复杂度由犗（狀）降

为犗（１），从而减少了整个算法的计算时间。仿真

实例部分的例１求取所有犚犛，犽
ｐ
共进行了５次仿

真实验，并取平均值，实验结果显示：原始算法耗

时为５３４．１６５４ｓ，引入以上操作后耗时为３４６．

２３６２ｓ。

基于以上内容，算法如下：

（１）分别计算θ，犺
＋，犺－约束下的可行犽ｐ 区

间，将这２个分区间取交集得到总的可行犽ｐ 区

间：

犝＝犝犌
ｍ
∩犝犘

ｍ
， （３９）

如果犝 为空集，则不存在满足条件的ＰＩＤ控

制器，程序结束；否则转（２）。

（２）在犝 上均匀地取犽个犽ｐ点用以构建（犽ｉ，

犽ｄ）区域，将这犽个犽ｐ点用数组犕 表示。

（３）对于犕 内的每一个元素，分别执行步骤

（４）到（６）。

（４）计算幅值裕度约束下对应于固定犽ｐ 的

（犽ｉ，犽ｄ）区域犚犌
ｍ
，犽
ｐ
。

（５）计算相位裕度约束下对应于固定犽ｐ 的

（犽ｉ，犽ｄ）区域犚犘
ｍ
，犽
ｐ
。

（６）将两者取交集后所得的区域即为稳定裕

度混合约束下，固定犽ｐ对应的（犽ｉ，犽ｄ）区域犚犽
ｐ
：

犚犽
ｐ
＝犚犘

ｍ
，犽
ｐ
∩犚犌

ｍ
，犽
ｐ
． （４０）

（７）则可行犽ｐ 区间犝 上所有的犽ｐ 对应的

（犽ｉ，犽ｄ）区域的外轮廓所包含的区域就是满足要

求的ＰＩＤ稳定域。

５　仿真实例

　　例１：考虑文献［７］中的不含开环ＲＨＰ极点

（即犖狆＝０）的一个随机系统的简化传递函数：

犌（狊）＝
－５．５１３６狊２＋６．４３２４狊＋６１．０３４６

狊４＋４．６７１５狊３＋１２．９１２狊２＋１８．２９９狊＋２．６７２
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要求２≤犺
＋
≤４，且１５°≤θ≤６０°约束下的

ＰＩＤ控制器的稳定区域。

首先求解可行犽ｐ区间，可以得到：

犝犌
ｍ
：［－０．０２１８８９，０．２２１８７］，

犝犘
ｍ
：［－０．０４３７７８，０．３９６６７］，

犝＝犝犌
ｍ
∩犝犘

ｍ
＝［－０．０２１８８９，０．２２１８７］．

所以，满足稳定裕度犺＋和θ要求的ＰＩＤ控制

器的比例增益系数犽ｐ 只可能在区间犝 内，也就

是说区间犝 外不存在满足要求的ＰＩＤ控制器。

当犽ｐ＝０．１时，对应的犚犛，０．１，犚犌ｍ，０．１，犚犘ｍ，０．１，

犚０．１如图４所示，在其上选取６个点犃１～犃６，对应

的（犽ｉ，犽ｄ）坐标以及相应的稳定裕度参见表１。可

见，这６个点所在的区域与稳定裕度信息完全符

合，并且，只有犃３和犃５２点满足稳定裕度约束。

在可行区间犝 上均匀地取１００个点构成关

于犽ｐ的集合犕，遍历犕 的每一个元素构建相应

的（犽ｉ，犽ｄ）区域，相应的犚犌
ｍ
，犽
ｐ
，犚犘

ｍ
，犽
ｐ
，犚犽

ｐ
如图４

所示。

表１　选定点犃１～犃６ 对应的稳定裕度

Ｔａｂ．１　Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｍａｒｇｉｎｓｆｏｒｓｅｌｅｃｔｅｄ犃１～犃６

犃犻 （犽ｉ，犽ｄ） 犺＋ θ 稳定性

１ （０．０３４６，０．３１５４） 不存在 １１．８５３７ 不稳定

２ （０．０２７３，０．１７０３）２．７０３２ ８．９００４ 稳定

３ （０．００４４，０．０８３４）３．３６８５ ２８．９４６１ 稳定

４ （０．０４３１，０．０９８４）４．３６９８ ２８．９４８１ 稳定

５ （０．１２４５，０．１３９１）２．４８５２ ２６．６０５５ 稳定

６ （０．２２４３，０．３２３５）１．５７８４ ６．７１１０ 稳定

（ａ）犚０．１区域　　　（ｂ）犌ｍ 约束下的各犚犌
ｍ
，犽
ｐ
区域　　　（ｃ）犘ｍ 约束下的各犚犘

ｍ
，犽
ｐ
区域　　　（ｄ）要求的区域犚犽

ｐ

　（ａ）犚０．１ｒｅｇｉｏｎ　（ｂ）犚犌
ｍ
，ｋ
狆
狉犲犵犻狅狀狊犳狅狉犌ｍ犮狅狀狊狋狉犪犻狀狋　（犮）犚犘

ｍ
，犽
ｐ
ｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒ犘犿ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ　（ｄ）Ｒｅｑｕｉｒｅｄ犚犽

狆
ｒｅｇｉｏｎｓ

图４　犽ｐ＝０．１时的（犽ｉ，犽ｄ）区域和可行犽ｐ 区间上的犚犌ｍ，犽ｐ
，犚犘

ｍ
，犽
ｐ
，犚犽

ｐ
区域

Ｆｉｇ．４　（犽ｉ，犽ｄ）ｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒ犽ｐ＝０．１ａｎｄ犚犌ｍ，犽ｐ
，犚犘

ｍ
，犽
ｐ
，犚犽

ｐ
ｆｏｒａｌｌｆｅａｓｉｂｌｅ犽ｐ

　　例２：考虑含有２个开环ＲＨＰ极点（即犖狆＝

２）的被控对象
［２３］：

犌（狊）＝
２狊－１

狊４＋３狊３＋４狊２＋７狊＋９
．

稳定裕度限制为：１．５≤犺
＋
≤３，０．５≤犺

－
≤

０．７，１０°≤θ≤３５°，求解满足以上要求的ＰＩＤ控制

器稳定区域：

犝－
犌
ｍ
：［－０．４３６３，９］，

犝＋
犌
ｍ
：［－０．２９０９，６］，

犝犘
ｍ
：［－０．０４１４，８．９５１２］．

图５　犽ｐ＝１．２时的（犽ｉ，犽ｄ）区域

Ｆｉｇ．５　（犽ｉ，犽ｄ）ｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒ犽ｐ＝１．２
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犝＝犝－
犌
ｍ
∩犝

＋
犌
ｍ
∩犝犘

ｍ
＝［－０．０４１４，６］

取固定犽ｐ为１．２，相应的裕度约束区域如图

５所示。在其上取６个测试点犅１～犅６，其坐标信

息和裕度信息参见表２，由表２可知，只有犅１，犅５

满足稳定裕度的要求，其它点所在的位置也与

表２计算得到的稳定裕度相符。取可行区间犝 上

７５个点构成关于犽ｐ的集合犕，遍历犕 中的所有

元素，可以得到图６中的相应（犽ｉ，犽ｄ）区域犚
＋
犌
ｍ
，犽
ｐ
，

犚－
犌
ｍ
，犽
ｐ
，犚犘

ｍ
，犽
ｐ
，犚犽ｐ。

　（ａ）犌＋ｍ 约束下的各犚
＋
犌
ｍ
，犽
ｐ
区域　（ｂ）犌－ｍ 约束下的各犚

－
犌
ｍ
，犽
ｐ
区域　（ｃ）犘ｍ 约束下的各犚犘

ｍ
，犽
ｐ
区域　（ｄ）犌＋ｍ，犌

－
ｍ 和犘ｍ 约束下的

各犚犽
ｐ
区域

（ａ）犚＋犌
ｍ
，犽
ｐ
ｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒ犌

＋
ｍｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ　（ｂ）犚

－
犌
ｍ
，犽
ｐ
ｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒ犌

－
犿ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ　（ｃ）犚犘

犿
，犽
ｐ
ｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒ犘犿ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ　（ｄ）Ｒｅｑｕｉｒｅｄ犚犽

狆
ｒｅｇｉｏｎｓ

图６　稳定裕度约束下的ＰＩＤ参数（犽ｐ，犽ｉ，犽ｄ）的稳定区域

Ｆｉｇ．６　ＳｔａｂｉｌｉｚｉｎｇｒｅｇｉｏｎｓｏｆＰＩＤｐａｒａｍｅｔｅｒｓ（犽ｐ，犽ｉ，犽ｄ）ｆｏｒｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｏｆｓｔａｂｉｌｉｔｙｍａｒｇｉｎｓ

表２　选定点犅１～犅６ 对应的稳定裕度

Ｔａｂ．２Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｍａｒｇｉｎｓｆｏｒｓｅｌｅｃｔｅｄ犅１～犅６

犅犻 （犽ｉ，犽ｄ） 犺＋ 犺－ θ 稳定性

１ （１．４５６４，－０．９９０５）２．０６４１０．５０５８３４．５７０３ 稳定

２ （６．９０２５，－０．２５１５）１．１３７４０．１６４６３．０９０２ 稳定

３ （４．３７９１，－１．８８３４） 不存在 ０．８７８５１１．５１９２ 不稳定

４ （１．５０４４，－０．２４１２）４．３４９９０．５７１６３９．０７７９ 稳定

５ （０．７６９７，－１．５２４２）１．６８８３０．６４８８２９．３９６０ 稳定

６ （０．４１８３，－２．６５３２）１．１２５１０．６１２０２３．２５０１ 稳定

６　结　论

　　本文根据开环Ｎｙｑｕｉｓｔ曲线在临界点（－１，

０）附近的形状，定义了４种稳定裕度（犺＋，犺－，θ
＋，

θ
－）。根据Ｎｙｑｕｉｓｔ稳定判据的条件，分析了开环

含ＲＨＰ极点和不含有ＲＨＰ极点两种情况下的

稳定裕度。给出了以这些稳定裕度作为约束条件

时的ＰＩＤ稳定参数区域的构建方法。并且通过

引入可行犽ｐ分区间上的构建序列不变性，将求解

构建序列部分的算法复杂度由犗（狀）降低为犗

（１），大幅度提高了算法的执行效率。该方法非常

适合于 Ｍａｔｌａｂ编程实现，文中用于验证有效性的

２个例子就是笔者通过自己编制的ＰＩＤ参数域工

具箱实现的。
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