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犛型折叠式微悬臂梁刚度计算
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摘要：针对目前没有成熟的设计计算Ｓ型折叠式悬臂梁刚度公式的问题，本文利用能量法和胡克定律推导了Ｓ型折叠悬

臂梁狓向、狔向和狕向的刚度计算公式。推导过程中发现对于复杂的微悬臂梁结构，其转角处的弯矩对最终结果影响较

大，不可忽略。在ＡＮＳＹＳ中对Ｓ型折叠悬臂梁建模，应用有限元法计算了Ｓ型悬臂梁的刚度，并和理论公式进行了对

比。与有限元法对比显示，公式计算值的相对误差分别为０．６７％、１．０９％和２．９５％，均小于３％。应用图像测位移法对

Ｓ型悬臂梁进行了狓、狔向的拉伸实验，实验显示得到的实验值和理论值吻合，表明本文推导的Ｓ型悬臂梁的刚度计算公

式合理，能够为该类型悬臂梁的设计和计算提供理论依据。
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１　引　言

　　受到空间尺寸和驱动能量的限制，ＭＥＭＳ

（ＭｉｃｒｏｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌＳｙｓｔｅｍｓ）机构通常需

要将能量传递、运动转换和执行调节等机构集成

为一体［１］，为了实现 ＭＥＭＳ这种多功能的结构，

大多数设计者采用微弹性悬臂梁传递能量，即利

用微悬臂梁的变形实现机构的多自由度运动，因

此微悬臂梁是一种典型的并且非常重要的

ＭＥＭＳ器件。悬臂梁是微传感器、微执行器和微

陀螺仪等的重要组成部分，它不仅可为其提供弹

性力，而且能够传递能量［２６］。微悬臂梁性能的

好坏对器件能否按照设计要求工作起着至关重要

的作用。

结构简单的微悬臂梁的刚度计算公式已成

熟，而许多实际应用中结构复杂的微悬臂梁（如多

节Ｓ型折叠式悬臂梁）并没有成熟的设计计算公

式，在器件的设计及优化中缺乏理论支持。以往

的文献报道中，何光、石庚辰［７］对 ＭＥＭＳ平面Ｚ

型、Ｌ型等复杂形状的多节悬臂梁进行了平面刚

度计算公式的推导，但忽略了转角处的弯矩，精度

不高；南京理工大学的吴志亮［８］对Ｓ型折叠式、Ｗ

型悬臂梁的刚度公式进行了推导，精度有了进一

步的提高，但其推导公式仅限于狔向刚度，切向

以及垂直平面方向的刚度缺少精确的计算公式。

另外以上文献只采用公式推导和利用有限元模拟

方法进行分析验证，没有实验验证。本文提出Ｓ

型折叠式微悬臂梁狓、狔、狕３个方向的刚度计算公

式，精度上有了进一步的提高，并通过实验验证了

该公式的正确性和精度。

２　Ｓ型折叠式微悬臂梁模型

　　为了降低结构刚度，捕捉到更小的信号，Ｓ型

折叠式悬臂梁广泛应用于 ＭＥＭＳ执行器和传感

器中［２５］。Ｓ型折叠式微悬臂梁模型如图１所示。

为了简化推导过程，在公式推导前做如下３

图１　Ｓ型折叠式微悬臂梁模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｆｏｌｄｅｄｓｅｒｐｅｎｔｉｎｅｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

点假设：

１．由于折叠悬臂梁用于ＭＥＭＳ执行器、加速

度计等结构，弹性变形空间有限，且这些器件本身

可以重复使用，因此假设折叠悬臂梁的变形均为

小变形，力学行为可以用刚度系数犓 来表示。

２．不考虑悬臂梁中残余应力的影响。

３．忽略悬臂梁本身重力的影响。

３　刚度计算和有限元仿真

　　折叠悬臂梁结构由狀节结构完全相同的单元

组成，每一个单元的形状和基本尺寸如图２。取

出其中一节单元，建立力学分析模型，图２中犅

和犜 分别为折叠悬臂梁截面宽度和厚度，犔为折

叠悬臂梁长度，犚为环形弯曲处的中位半径，犇为

折叠梁的间隙宽度，且犇＝２犚－犅。将一节折叠

悬臂梁单元分成５个部分，假定其一端固定，另一

端受力犉，力的方向可以是狓、狔、狕任一方向。

图２　Ｓ型折叠式微悬臂梁组成单元模型
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　　由卡氏第二定理
［５］可知，悬臂梁在力作用下

的线性位移：

犝

犘犻
＝δ犻， （１）

式（１）中，犝 为悬臂梁的变形能，犘犻为悬臂梁所受

第犻个载荷的力，δ犻为结构在犘犻作用方向上的位

移。

由式（１）可知，对悬臂梁的能量求解力的偏

导，即可得到其中一节悬臂梁的位移，将位移逐次

叠加，计算出悬臂梁末端的总位移δ，则由线弹性

理论，折叠悬臂梁的刚度即可表示为：

犓＝犉／δ． （２）

３．１　计算平面狓、狔方向刚度

悬臂梁变形能犝 由轴向拉伸变形能和弯曲

变形能组成。犉为水平方向载荷，犈为悬臂梁材

料的弹性模量，犃 为折叠悬臂梁横截面面积，

犖（狓）为作用于折叠悬臂梁某截面的轴向拉力，犕

（狓）为作用于折叠悬臂梁某截面的弯矩，犐为截面

的惯性矩。则折叠悬臂梁变形能犝 为：

犝 ＝∫
犖２（狓）

２犈犃
ｄ狓＋∫

犕２（狓）

２犈犐
ｄ狓． （３）

沿外力犉方向的位移δ为：

δ＝∫
犖（狓）

犈犃
·犖

（狓）

犉
犱狓＋∫

犕（狓）

犈犐
·犕

（狓）

犉
ｄ狓．

（４）

第①部分：

δ１ ＝∫
１

０

犉
犈犃
ｄ狓＝

犉犔
犈犃

． （５）

其中犃＝犅犜为横截面的面积。

第②部分：

犕２（犡）＝犉犚（１－ｃｏｓα）， （６）

所以

犕２（犡）

犉
＝犚（１－ｃｏｓα），（０≤α≤π），

δ２ ＝∫
犕２（犡）

犈犐
·犕２

（犡）

犉
ｄ狓＝

３犉犚３π
２犈犐

． （７）

其中犐＝
犅３犜
１２
为横截面的惯性积。

第③部分：

犉犖（犡）＝犉，
犉犖（犡）

犉
＝１，

犕３（犡）＝２犉犚，
犕３（犡）

犉
＝２犚 ， （８）

所以

δ３１ ＝∫
犔

０

犉犖（犡）

犈犃
·犉犖

（犡）

犉
ｄ狓＋２∫

犔

０

犕（犡）

犈犐
·

犕（犡）

犉
ｄ狓＝

犉犔
犈犃

＋
４犉犚２犔
犈犐

δ３＝２δ３１＝
８犉犚２犔
犈犐

． （９）

第④部分：

犕４（犡）＝２犉犚＋犉犚（１－ｃｏｓα）＝犉犚（３－ｃｏｓα）

犕４（犡）

犉
＝犚（３－ｃｏｓα）　　（０≤α≤π），

所以第４段位移为：

δ４ ＝∫
犕４（犡）

犈犐
·犕４

（犡）

犉
ｄ狓＝

∫
犕４（犡）

犈犐
·犕４

（犡）

犉
ｄ（α犚）

δ４＝
１９犉犚３π
２犈犐

． （１０）

第⑤部分：

犉犖（犡）＝犉，
犉犖（犡）

犉
＝１，犕５（犡）＝４犉犚，

犕５（犡）

犉
＝４犚 ， （１１）

所以

δ５ ＝∫
犔

０

犉犖（犡）

犈犃
·犉犖

（犡）

犉
ｄ狓＋∫

犔

０

犕（犡）

犈犐
·

犕（犡）

犉
ｄ狓＝

犉犔
犈犃

＋
１６犉犚２犔
犈犐

． （１２）

　　由此，第一节悬臂梁的位移δ狆１＝δ１＋δ２＋δ３

＋δ４＋δ５，同样的方法计算剩余狀－１节折叠悬臂

梁的变形位移，狀节折叠悬臂梁位移叠加即为折

叠悬臂梁总位移，故：

犓狓＝
１

４狀犔
犈犃
＋
３狀π（犅＋犇）

３

４犈犐
＋

π（犅＋犇）
３

８犈犐
（１２＋３２＋５２＋…＋（４狀－１）２）＋

（犅＋犇）２犔
４犈犐

［２（２２＋４２＋…＋（４狀－２）２）＋（４狀）２

烄

烆

烌

烎
］

同理，可推导出犛型折叠式悬臂梁狔向刚度：

犓狔＝
犉

δｔｏｔａｌ
＝

３犈犐

狀［４犔３＋６（犇＋犅）２犔＋３π（犇＋犅）犔
２＋３π（犇＋犅）

３／８］
．

３．２　垂直方向刚度计算

当折叠悬臂梁受到狕向力的作用，在狕向上

悬臂梁也有抵抗变形的性能。其狕向刚度计算分

析过程如前所述。假定其一端固定，一端受到垂

直纸面的力犉。当力垂直作用于弹簧的一端时，

０９３ 　　　　　光学　精密工程　　　　　 第２１卷　



力引起的轴向变形很小，忽略此时的轴向变形，只

考虑弹簧截面受到弯矩以及扭矩的作用。犛型折

叠式悬臂梁狕向刚度计算公式：

犓狕＝
１

狀
３犈犐
（４犔３＋３π犚犔

２＋３π犚
３）＋

狀犚
犌犐狆
（２．５π犚

２＋８犚犔＋π犔
２）＋

π犚
３

２犈犐
［１＋３２＋５２＋犔＋（４狀－１）２］＋

π犚
３

２犌犐狆
［１＋３２＋５２＋犔＋（４狀－３）２］＋

（２犚）２犔
犌犐狆

［２×（１２＋２２＋３２＋犔＋（２狀－１）２）＋（２狀）２

烄

烆

烌

烎
］

３．３　有限元计算

Ｓ型悬臂梁的材料性能及材料参数如表１。

在ＡＮＳＹＳ中对该悬臂梁建模，令其一端约束，另

一端加载狓向５０μＮ的力，计算结果如图３和图

４所示。由图３可知，在５０μＮ力的作用下，悬臂

表１　犛型悬臂梁的材料性能及材料参数

Ｔａｂ．１　Ｍａｔｅｒｉａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓａｎｄｍａｔｅｒｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ

ｆｏｌｄｅｄＳｔｙｐｅｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

参量 数值

镍的弹性模量／Ｐａ １．６７×１０１１

镍的泊松比 ０．３

镍的密度／ｇ·ｃｍ
－３ ７．７５

悬臂梁节数狀 １８

悬臂梁线宽犅／μｍ ２５

悬臂梁间隙犇／μｍ ７５

悬臂梁一半长度犔／μｍ ６５０

图３　Ｓ型悬臂梁狓向应力云图

Ｆｉｇ．３　ＳｔｒｅｓｓｃｌｏｕｄｏｆｆｏｌｄｅｄＳｔｙｐｅｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

ｉｎ狓ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

梁最大应力发生在固定约束端，最大应力值为

３８．５ＭＰａ，远远小于镍的屈服极限３１７ＭＰａ，说

明该悬臂梁的变形在弹性范围内。图４表示的是

应变云图，悬臂梁自由端狓 方向最大位移为

０．８３４７４７ｍｍ。

图４　Ｓ型悬臂梁狓向应变云图

Ｆｉｇ．４　ＳｔｒａｉｎｃｌｏｕｄｏｆｆｏｌｄｅｄＳｔｙｐｅｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

ｉｎ狓ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

　　分别对其它２个方向进行相同的有限元计

算，并把有限元计算结果和理论计算结果作对比，

结果如表２所示。

表２　有限元计算值和理论计算值对比结果

Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｖａｌｕｅｓ

ａｎｄｃａｌｃｕｌａｔｅｖａｌｕｅｓ

犓狓 犓狔 犓狕

有限元计算值／Ｎ·ｍ－１ ０．０５９９ １．４６６４ ０．０６７８

理论计算值／Ｎ·ｍ－１ ０．０６０３ １．４８２６ ０．０６５８

相对误差 ０．６７％ １．０９％ ２．９５％

图５　Ｓ型悬臂梁电子显微镜照片

Ｆｉｇ．５　ＥｌｅｃｔｒｏｎｍｉｃｒｏｓｃｏｐｅｐｈｏｔｏｏｆｆｏｌｄｅｄＳｔｙｐｅ

ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

４　实验验证

　　图５是Ｓ型折叠悬臂梁的电子显微镜照片，

为了方便安装和测量，悬臂梁上下２端加工出和
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图６　Ｓ型悬臂梁刚度测试系统

Ｆｉｇ．６　ＳｔｉｆｆｎｅｓｓｔｅｓｔｓｙｓｔｅｍｏｆｆｏｌｄｅｄＳｔｙｐｅｍｉｃｒｏ

ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

图７　Ｓ型悬臂梁狓向刚度实验值

Ｆｉｇ．７　ＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｆｏｒＳｔｙｐｅ

ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｉｎ狓ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

基板Ｔ型凹槽配合的Ｔ型突起。悬臂梁尺寸见

表１。本文设计并制作了一种微悬臂梁弹性性能

测试系统。图６是测试系统的示意图，由ＣＣＤ、

显微镜、滑轮、砝码及工作台组成。ＣＣＤ和显微

镜构成检测机构，用来测量Ｓ型悬臂梁的变形；滑

轮是换向机构，把砝码竖直方向的重力转化为对

悬臂梁的水平方向的拉力。悬臂梁一端约束，另

一自由端分别加载平面狓、狔方向的拉力，通过

ＣＣＤ和显微镜，读出变形，再利用犓＝犉／δ计算Ｓ

型悬臂梁的刚度。由于实验器材的欠缺，狕向刚

度无法进行实验验证。图７中，斜线表示的是悬

臂梁狓向的理论刚度，点表示的是实测值，由图７

可见，４组实测值偏离理论曲线，表明理论刚度和

实测值有一定差距，实测值均大于理论值，但相差

不大。图８中，狔向刚度的实测值均匀地分布在

理论曲线的２侧，且差距很小。

图８　Ｓ型悬臂梁狔向刚度实验值

Ｆｉｇ．８　ＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｆｏｒＳｔｙｐｅ

ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｉｎ狔ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

５　结　论

　　本文利用能量法，即卡氏定理推导出了Ｓ型

折叠悬臂梁狓向、狔向和狕 向的刚度计算公式。

应用有限元法对理论公式进行了验证，和有限元

法相比，公式计算值的相对误差分别为０．６７％、

１．０９％和２．９５％，均小于３％。应用图像测位移

法，通过实验对Ｓ型悬臂梁进行了狓、狔向的拉伸

实验，实验值和理论值吻合，表明Ｓ型悬臂梁的计

算公式推导合理，为该类型悬臂梁的设计和计算

提供了理论依据。
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