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摘要:存在于压电陶瓷全工作范围内的迟滞非线性特性,往往会导致压电陶瓷执行器的系统精度下降、振荡,甚至造成系

统的不稳定.针对周期性的正弦输入信号,提出一种基于分数阶算子的迟滞建模方法.首先,在分析压电特性和分数阶

算子特性的基础上,采用结构简单参数少的分数阶算子来描述压电陶瓷的迟滞特性;然后,搭建了基于dSpace的压电驱

动微位移定位实验平台;最后,将基于分数阶算子的迟滞建模方法应用于压电驱动微位移定位平台中,对压电陶瓷的迟

滞非线性特性进行辨识.实验结果表明:采用基于分数阶的迟滞模型(FOM)比传统的 PrandtlＧIshlinskii模型(PIM)及

其改进的增强型PrandtlＧIshlinskii模型(EPIM)更有优势;在低频段,FOM 模型比 PIM 模型和 EPIM 模型精度略有提

高,但是在高频段,FOM 模型比 PIM 模型和 EPIM 模型精度则提高显著.在输入频率为１００HZ的情况下,所提出的

FOM 模型较PIM 模型的均方根误差(RMSE)值精度提高６９．８４％,较EPIM 模型的 RMSE值精度提高６８．８８％.
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Abstract:Hysteresisnonlinearitiesintheentireworkingrangeofpiezoelectricceramicactuatorsoften
resultinreducedsystemaccuracy,oscillations,andsysteminstability．Foraperiodicsinusoidalinput
signal,ahysteresismodelingmethodbasedonafractionalＧorderoperatorwasproposedherein．First,

basedontheanalysisofpiezoelectricandfractionalＧorderoperatorcharacteristics,afractionalＧorder
operatorinvolvingasimplestructureandfewparameterswasusedtodescribethehysteresischaracＧ
teristicsofpiezoelectricceramics．Subsequently,apiezoelectricactuatedmicroＧdisplacementpositioＧ
ningexperimentalplatformbasedondSpacewasbuilt．Finally,afractionalＧorderＧoperatorＧbasedhysＧ



teresismodelingmethodwasappliedtothepiezoelectricactuatedmicroＧdisplacementpositioningplatＧ
formtoidentifythehystereticnonlinearcharacteristicsofpiezoelectricceramics．TheexperimentalreＧ
sultsshowthattheFractionalＧOrderhysteresisModel(FOM)issuperiortothetraditionalPrandtlＧ
IshlinskiiModel(PIM)andtheEnhancedPrandtlＧIshlinskiimodel(EPIM)．InthelowＧfrequency
range,theprecisionoftheFOMisslightlyhigherthanthatofthePIMandEPIM models;however,

inthehighＧfrequencyrange,theprecisionoftheFOM modelissignificantlyhigherthanthatofthe
PIMandEPIM models．Whentheinputfrequencyis１００Hz,theaccuracyoftheproposedFOMis
６９．８４％and６８．８８％higherthanthatofthePIMandEPIM modelsontherootmeansquareerror,reＧ
spectively．
Keywords:piezoelectricceramicactuator;hysteresis;fractionalorder;parameteridentification

１　引　言

　　随着精密制造装备运动速度和精度的提高,
微纳米级别的精密工程也越来越引起人们的关

注.微纳定位执行器是实现高精度微纳米级定位

的驱动机构.以压电陶瓷驱动器为代表的智能材

料驱动器以其具有无磨损、分辨率高、效率高、强
度高、响应速度快等优良特性,被广泛应用于

MEMS、高速原子力显微镜、超精密机床和微加

工平台的定位系统中[１Ｇ２].存在于压电陶瓷驱动

系统中的迟滞非线性往往会导致系统精度下降、
振荡、甚至造成系统的不稳定[３Ｇ４].例如,在开环

情况下,迟滞会产生高达１０％~１５％的定位误

差[５].与传统非线性相比,迟滞表现出多值映射、
记忆特性、率相关性等,使得其建模和控制变得异

常困难.目前,以压电陶瓷为代表的智能材料的

特性的建模和补偿控制已成为微纳定位技术领域

中的一个热点问题[６Ｇ７].
迟滞建模主要有三类方法[８Ｇ９],一种是以Jiles

Atherton模型为代表的物理建模方法,包括 DuＧ
hem模型、BoucＧWen模型等;另一种是以PreisaＧ
ch 模 型 为 代 表 的 数 学 算 子 建 模 方 法,包 括

PrandtlＧIshlinskii 模 型 和 Krasnosel′skiiＧPokＧ
rovskii模型等;还有一种是基于计算智能的智能

建模方法.在物理建模方法中,模型通常采用微

分方程来描述,模型结构复杂,参数较难确定.基

于数学算子的迟滞模型采用基本数学算子,如reＧ
lay算子、play算子、stop算子等,进行线性叠加

而成[９].基于算子的迟滞模型虽脱离于迟滞特性

的物理意义,但能够准确描述迟滞现象,也被称为

基于现象的迟滞描述方法.基于算子的迟滞模

型,由于求解其逆模型或者近似逆模型相对容易,

特别是 PrandtlＧIshlinskii模型存在解析的逆模

型,因此,被广泛应用于压电材料的迟滞建模.近

年来,智能建模方法得到了国内外众多学者的关

注[１０].这类模型利用神经网络、模糊树对非线性

函数的通用逼近性来描述迟滞.神经网络、模糊

树建模控制方法实现容易,但系统跟踪精度不够

高.针对一些特定输入,也有学者提出不同的建

模方法,例如文献[１１]和文献[１２]针对正弦输入

信号,提出采用椭圆来对迟滞进行描述,取得了不

错的效果.

近年来,分数阶微积分在工业和工程领域的

研究和应用越来越多[１３Ｇ１４],特别是在粘弹性物

质、分形理论和电介质、储能材料等方面得到了很

好的应用[１５].在系统建模领域,分数阶微积分的

特点在于能更加准确的对包含记忆和遗传效应的

系统建模.本文针对周期性的正弦输入信号,提
出一种基于分数阶算子的迟滞建模方法.该迟滞

模型只由一个分数阶算子构成,与文献[１１]和

[１２]提出的基于椭圆的方法比较起来,在保证迟

滞模型解析的前提下,具有更少的参数,而且以分

数阶微积分来描述,更适合于控制器的设计.同

时,以基于dSpace开发系统的压电微位移平台为

对象,对提出的迟滞分数阶模型进行了验证.实

验结果表明,本文提出的模型在低频段的描述精

度与传统的PrandtlＧIshlinskii模型及其改进的增

强模型略有提高,但在高频段,则其建模精度要高

很多.这些都验证了本文基于分数阶的迟滞建模

方法的优越性.
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２　基于分数阶的迟滞建模方法

２．１　分数阶微积分算子

分数阶微积分的基本算子可以表示为:

αDα
tf(t)＝

dα

dtαf(t), R(α)＞０

f(t), R(α)＝０

∫
t

α
f(τ)dτ＝α, R(α)＜０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

,(１)

其中:α为微积分的下限,t为上限,α则是为微积

分的阶次,R(α)为阶次α的实部.
在分数阶微积分理论的发展过程中,出现了

许多种对分数阶微积分进行定义的函数表达式,
如由整数阶微积分直接扩展而来的 Cauchy积分

定义,GrünwaldＧLetnikov分数阶微积分定义,RiＧ
emannＧLiouville分数阶微积分定义和 Caputo定

义等.文献[１６]指出,在某些条件下,分数阶微积

分的不同定义之间是相互等效的,有些定义是可

以在某些条件下相互转换的.因本文主要处理的

是正弦输入信号,Cauchy分数阶微积分定义更为

直观和容易计算,本文将基于 Cauchy的分数阶

微积分定义对压电陶瓷迟滞非线性进行建模.
函数f(t)的分数阶导数的 Cauchy积分定

义为:

Dγ
tf(t)＝r(γ＋１)

２πj ∲c

f(τ)
(τ－t)γ＋１dτ

, (２)

其中:C为光滑的封闭曲线,阶次γ可以是任意正

实数,而Γ(􀅰)是 Gamma函数,由下面的无穷积

分定义:

Γ(z)＝∫
∞

０
e－ttz－１dt． (３)

　　由上述定义,对于任意的实数α,可以直接扩

展得出三角函数分数阶微积分公式[１６]:

Dα
t(sinwt)＝wαsin wt＋απ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

Dα
t(coswt)＝wαcoswt＋απ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

． (４)

２．２　分数阶算子磁滞模型

本文提出的基于 Cauchy分数阶算子的迟滞

模型(FOM)表达式为:

H[v](t)＝k􀅰Dα
tv(t), (５)

其中:H(v)为迟滞非线性,v(t)为系统输入,k为

待定的 比 例 系 数,α 则 是 为 迟 滞 微 积 分 算 子

的阶次.
对于输入为v(t)＝２０sin(wt),系统输入与系

统输出y＝H[V](t)之间随分数阶算子阶次α变

化的曲线如图１所示.定义输出最大值与最小值

之差为迟滞输出最大误差.图１可以清晰地看出

随着分数阶算子阶次α的绝对值增大分数阶算子

迟滞模型输出最大误差也随之增大.图２为输入

电压幅值为２０V的正弦信号在不同频率下的压

电陶瓷微位移平台的迟滞特性曲线.特别值得注

意的是,随着频率的增大,压电陶瓷驱动器的迟滞

模型输出最大误差变得越来越大.这与分数阶算

子迟滞模型的特性是完全一致的.这也是本文采

用分数阶算子迟滞模型的出发点.

图１　分数阶迟滞模型特性

Fig．１　Fractionalorderhysteresismodelcharacteristics

图２　不同频率下压电陶瓷的迟滞特性

Fig．２　HysteresischaracteristicsofpiezoelectricceＧ
ramicsatdifferentfrequencies
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３　基于dSpace开发系统的实验平台

３．１　硬件结构

如图３所示,压电微位移实验平台由四部分

组成:带集成电容式位移传感器的压电定位平台、
低压驱动放大器、dSpace开发系统和上位机.实

验平台上使用的压电微位移定位平台被固定安装

在气动隔振台上,以减少支撑结构的诱导振动.

图３　压电微位移实验平台

Fig．３　PiezoelectricpositioningexperimentalplatＧ
form

如图４所示是压电微位移实验平台的架构

图,集成电容式位移传感器将位移信号－３０~
１３０μm转换成－３~１．３V 的模拟电压,再通过

dSpace开发系统中的１６位 ADC转换成所需的

数字信号.低压驱动放大器的输出电 压 范 围

为－３０~１３０V,控制输入电压范围为－２~１２V,
放大倍数为１０.dSpace开发系统主要用于输入信

号的产生和控制算法的实现,以及位移传感器的信

号的采集.

图４　压电微位移实验平台架构图

Fig．４　ArchitectureofpiezoelectricpositioningexＧ

perimentalplatform

３．２　软件结构

如图４所示,dSpace开发系统通过上位机的

Matlab/Simulink环境和 ControlDesk软件来实

现编程和在线测量,从而实现对压电微位移实验

平台的控制.ControlDesk为实验时使用的自动

化软件,同时 ControlDesk的图形用户界面为压

电微位移实验平台提供了实时的参数监控功能.

GNU 编译器和 Matlab 生成由 dSpace独立于

Simulink运行的．sdf后缀可执行文件,从而构成

了dSpace的快速控制原型实验环境.DAC 和

ADC转换器提供了位于dSpace与Simulink及压

电驱动器之间的接口.运行于dSpace中的程序

采用基于C语言的SＧfunction来实现.上位机中

的实时数据模块为 ControlDesk提供数据接口,
这样当dSpace执行实时程序时,ControlDesk可

实时读取所需的测量数据.

４　测试实验与结果

４．１　实验步骤

低压驱动放大器的输出电压范围为－３０~
１３０V,控制输入电压范围为－２~１２V,放大倍

数为１０,因此本实验将输入到低压驱动放大器的

电压在 MATLAB里面限制为－２~１０V.本实

验采用放大器输出幅值为２０V 的正弦波对压电

微位移平台进行驱动.考虑到dSpace开发系统

的D/A输出硬件接口设置时,进行了归一化处

理,输出－１~＋１V 对应 D/A 输出接口的－１０
~１０V,因此,对应到上位机 MATLAB中的输入

信号则为v(t)＝０．２sin(wt),其中w 为正弦信号

的角频率.dSpace开发系统执行程序的采样频

率设置为２０kHz.
设置好输入信号后,压电微位移平台的实际

输出则通过dSpace的 A/D转换器读入到上位机

中.为了方便处理,本文将数据统一转换为压电

微位移平台的实际输入和实际输出,即压电微位

移平台的输入为归一化的信号,输出则为位移传

感器的输出.
为了验证模型的有效性,本文在辨识得到分

数阶算 子 迟 滞 模 型 的 基 础 上,还 将 与 经 典 的

PrandtlＧIshlinskii迟 滞 模 型 (PIM),以 及 文 献
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[１７]提出的增强型迟滞模型(EPIM)进行对比.
实验的具体步骤如下:首先,在不同频率的正弦输

入信号下,利用 ControlDesk软件实时采集压电

定位平台的位移传感器输出信号;然后,根据测得

的输入输出实验数据,分别对本文提出的 FOM
迟滞模型、PIM 迟滞模型和EPIM 迟滞模型进行

参数辨识;最后,得到不同输入信号下压电迟滞模

型,并对数据进行分析.需要说明的是,为了对比

方便,在所有模型参数辨识时,本文均采用的是

MATLAB中的fmincon函数来完成.

４．２　实验结果

本实验针对１５Hz,５０Hz,１００Hz和１５０Hz
等４个不同频率的输入正弦信号的压电迟滞特性

进行建模,进行了迟滞模型参数辨识.基于本文提

出的分数阶算子的迟滞模型辨识参数如表１所示.

表１　分数阶算子模型参数辨识结果

Tab．１　Parameteridentificationresultsoffractionalorder

operatorhysteresismodel

输入信号频率/Hz 参数

１５ α＝－１．８７６２;k＝－４０．７１８２

５０ α＝－０．７０００;k＝０．４４２７

１００ α＝－０．７０１６;k＝０．６５０７

１５０ α＝－０．１１４３;k＝０．０１３０

　　从表１中可以看出,分数阶算子模型的阶次

α均为负数,表明对于分数阶算子迟滞模型主要

表现为分数阶算子的积分特性.由分数阶理论易

知,在初始条件为零的情况下,分数阶算子迟滞模

型的拉式变换为 k
s|α|.这种特性简单的分数阶算

子模型为压电微位移定位平台的控制器设计提供

了方便.
经典的 PrandtlＧIshlinskii迟滞模型 (PIM)

如下:

u(t)＝Hd[v](t)＝ ∑
m

i＝１p(ri)Eri
[v](t),

(６)
其中:p(ri)为待辨识的密度函数,Eri

[v](t)为

stop算子,ri 为stop算子的阈值,其具体定义见

文献[１８].

如文献[１７],增强型 PrandtlＧIshlinskii迟滞

模型(EPIM)如下:

u(t)＝α１v３(t)＋α２v(t)＋∑
n

i＝１b(ri)Fri
[v](t),

(７)
其中:α１ 和α２ 为待辨识的增强系数,b(ri)为待辨

识的密度函数,Fri
[v](t)为play算子,ri 为play

算子的阈值,其具体定义见文献[１７].
本实验中,如文献[１７],对于 PIM 迟滞模型

和EPIM 迟滞模型的算子个数均取２０,即m＝n
＝２０.如分数阶算子迟滞模型辨识一样,分别对

１５Hz,５０Hz,１００Hz和１５０Hz等４个不同频率

的正弦输入信号下的迟滞模型参数进行辨识.图

５~图７给出了输入为５０Hz正弦信号下的３种

图５　输入频率为５０Hz时PIM 模型实验结果

Fig．５　ResultsofPIM modelatinputfrequencyof

５０Hz

图６　输入频率为５０Hz时EPIM 模型实验结果

Fig．６　ResultsofEPIM modelatinputfrequencyof
５０Hz

８２１１ 　　　　　光学　精密工程　　　　　 第２８卷　



图７　输入频率为５０Hz时FOM 模型实验结果

Fig．７　ResultsofFOM modelatinputfrequencyof
５０Hz

表２　分数阶建模方法与其他方法比较结果

Tab．２　ResultsofthefractionalmodelingmethodcomＧ

paredwiththoseofothermethods

输入信号频率/Hz 所采用建模方法 均方根误差/μm

１５ FOM ０．１５３１

PIM ０．１８２９

EPIM ０．１７４３

５０ FOM ０．１９００

PIM ０．４２２５

EPIM ０．２８７８

１００ FOM ０．１９０７

PIM ０．６３２３

EPIM ０．６１２８

１５０ FOM ０．２８６３

PIM ０．９５０６

EPIM ０．６８５１

表３　分数阶建模方法与其他方法相比提高的精度

Tab．３　Theimprovedaccuracyofthefractionalorder
modelingmethodcomparedwithothermethods

输入

信号频率/Hz
FOM 较PIM
提高精度/％

FOM 较EPIM
提高精度/％

１５ １６．２９ １２．１６

５０ ５５．０３ ３３．９８

１００ ６９．８４ ６８．８８

１５０ ６９．８８ ５８．２１

模型辨识结果,其他３种频率下也有类似的结果,

不一一给出.图中,横坐标为归一化后的输入信

号,纵坐标为输出位移信号,单位为μm.从图中

可以明显看出,３种迟滞模型都能描述压电陶瓷

驱动器的迟滞特性.至于模型描述的准确性,本

文采用均方根误差来进行描述和对比.表２所示

为２０kHz采样频率下１．５s采样时间内不同输

入信号下３种模型对应的均方根误差,表３为相

应的精度提高百分比.从表２和表３中,可以总

结出,在低频段,FOM 迟滞模型和 PIM 迟滞模

型、EPIM 迟滞模型的均方根误差相差不大,随

着输入信号频率的增大,FOM 迟滞模型的优势

越来越明显,在输入信号频率为５０Hz时,FOM
模型比 PIM 模型的 RMSE精度提高５５．０３％,

比EPIM 模型的 RMSE精度提高３３．９８％;当输

入信号频率为１５０Hz时,FOM 模型比 PIM 模

型的 RMSE精度提高６９．８８％,比EPIM 模型的

RMSE精度提高５８．２１％.由此,证明采用分数

阶来对描述迟滞特性比传统的 PIM 和 EPIM 都

具有较大的优势.

５　结　论

　　本文针对周期性的正弦输入信号,采用分数

阶算子来对压电陶瓷的迟滞特性进行描述.在分

析了压电迟滞特性和分数阶特性的基础上,给出

了压电陶瓷迟滞特性的分数阶模型.然后,搭建

了基于dSpace的硬件在环测试平台用于模型的

验证.最后,对比传统的PIM 模型和改进的增强

EPIM 模型,给出了模型的实验验证结果.实验

结果表明,针对４种不同频率的正弦输入信号,分

数阶模型较PIM 和EPIM 模型均有优势,低频段

描述精度略有提高,高频段则分数阶模型描述精

度要高很多,在１００Hz时,本文所提出的分数阶

迟滞模 型 较 PIM 模 型 的 RMSE 值 精 度 提 高

６９．８４％,较 EPIM 模 型 的 RMSE 值 精 度 提

高６８．８８％.
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