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基于加权奇异值分解截断共轭

梯度的电容层析图像重建
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摘要：针对电容层析成像技术（ＥＣＴ）中的“软场”效应和病态问题，提出了一种基于加权奇异值分解（ＳＶＤ）截断共轭梯度

的电容层析（ＥＣＴ）图像重建算法。阐述了电容层析成像工作原理，提出了１２电极ＥＣＴ系统的测量方法。在分析灵敏

度矩阵的奇异值分解理论的基础上，推导出了加权ＳＶＤ截断共轭梯度的数学模型，并利用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ方法进行正则化加

权处理。最后，分析了算法的收敛性，并将其应用于电容层析成像系统的图像重建中。实验结果表明，对于层流，截断共

轭梯度算法的平均误差能达到２７．５４％，全部流型平均迭代步数达到１３步，与ＬＢＰ、Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ和ＣＧ算法比较，该算法

具有成像效果好，成像速度快，易于实现等特点。
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１　引　言

　 　 电 容 层 析 成 像 （ＥｌｅｃｔｒｉｃａｌＣａｐａｃｉｔａｎｃｅ

Ｔｏｍｏｇｒａｐｈｙ，ＥＣＴ）技术是基于电容敏感机理的

过程层析成像技术［１２］，该技术在多相流参数的准

确测量中应用十分广泛［３］。图像重建算法是

ＥＣＴ技术实用化及进一步发展的主要难点
［４５］。

目前，ＥＣＴ图像重建较常用的方法主要有：线性

反投影算法（ＬＢＰ）、正则法、Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法、

投影 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法以及共轭梯度法（ＣＧ）

等［６９］。线性反投影法的特点是算法简单，重建速

度快，但因其成像质量相对较差，严格说来，该算

法仅是一种定性算法。正则法因其正则参数的选

取对成像质量影响较大，一般采用经验值。

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法可明显改善迭代的稳定性及有

效地控制噪音，但对于复杂流型通常需要大量迭

代才能取得满意的效果，同时由于存在半收敛现

象其应用很受限制。普通共轭梯度法（ＣＧ）适合

于系数矩阵为对称正定的情况，对于简单流型该

方法成像时间短，收敛很快，但对于复杂流型效果

并不理想。

本文提出了一种基于加权奇异值分解的截断

共轭梯度迭代法，该方法在提高图像重建质量的

同时加快了成像速度。测量典型流型的实验结果

表明，该算法所获得的图像重建质量优于ＬＢＰ和

ＣＧ算法，成像速度快于 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法，为

ＥＣＴ图像重建提供了一种新的有效方法。

２　电容层析成像系统基本原理

　　电容层析成像的工作原理是：非导电物场内

介质分布变化而引起电容值的变化，通过测量电

容值的变化来重建物场内的介质分布而实现对多

相流参数的检测。通常的ＥＣＴ系统由三个基本

部分组成：传感器系统、数据采集系统、图像重建

系统。传感器道外壁均匀对称粘贴着铜质电极

板，由于多相流各分相介质具有不同的介电常数，

当管道内的各相组分浓度及其分布发生变化时，

会引起多相流混合体等价介电常数的变化，从而

使极板间的测量电容值也发生变化。数据采集系

统测量任一对极板间的电容值，获得不同观测角

度下的投影数据并送入图像重建计算机。这些测

量值反映了管道内介电常数的分布情况，采用相

应的图像重建算法，就可重建被测物场的介质分

布图［１０］。如图１所示为１２电极ＥＣＴ系统的组

成框图。

图１　１２电极电容层析成像系统的组成

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆ１２ＥＣＴｓｙｓｔｅｍ

以检测电极板的数目来分类，目前的ＥＣＴ

传感器系统可分为６，８，１２，１６电极系统，检测极

板的数目以指数方式影响测量数据量，极板越多，

一次测量的数据量越大，但同时由于检测极板之

间的软场效应，检测过程中受到的干扰也就越大，

最终影响单个测量数据结果。本文以典型的１２

电极传感器系统为研究对象，以１２个极板的某一

极板为起点，顺次为１２个极板编号，依次为１，２，

…，１２。在一个完整的测量过程中，极板１首先

被选择为源电极，即激励电极，给极板１加一固定

电压值Ｕ，分别以极板２，３，…，１２为检测电极，

测量极板对１２，１３，…，１１２之间的电容值；下一

步选择极板２为激励电极，极板１接地，测量极板

对２３，２４，…，２１２的电容值；依此类推，直至测

量完极板对１１１２的电容值。这样，在１２电极系

统中可获得６６个独立测量值，并依上述顺序编号

为Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６６，此外在考虑单个电容并注重电
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容的来源时，也常用另一种电容表示方式：犆犻犼表

示电极对犻犼间的电容。一般地，对于一个犖 电

极系统，可得到的独立电极对总数狀为：

狀＝犆２犖＝犖·（犖－１）／２， （１）

探讨电容层析成像系统的工作机理中，得到

规一化灵敏度函数：

犛狉犻（犲）＝
犆犼（犲）－犆

１
犼

犆２犼－犆
１
犼

·１
犃犲
， （２）

犲＝１，２，…，犈ｉｎ；犼＝１，２，…６

其中，犆犼（犲）是管道内第犲号单元为高介电

常数ε２（本文中为水），而其它单元为低介电常数

ε１（本文中为油）时的第犼对典型极板间的电容

值，犆１犼 和犆
２
犼 分别为管道内所有单元的节点常数

为ε２ 和ε１ 时第犼对典型极板间的电容值，犈ｉｎ是

管道内部即犃 区的单元数目；犃犲是单元犲的面

积。由（２）可见，确定电容灵敏度分布的主要工作

就是确定犆犼（犲）。

３　算法原理

　　目前，对于大多数电容层析成像系统，每一点

的灰度与该点的介电常数相对应。一般来说，测

量的电极电容和介质分布的关系很复杂，而且是

非线性的。如果成像的各组分的介电常数差别不

大，可以简单地用线性关系表达

犆＝犛×犌 ， （３）

式中，犆∈犚
犿 为归一化电容向量，犛∈犚

犿×狀为系数

矩阵（灵敏度矩阵），每一个元素就是一个单元在

一对电极对的电场敏感度。电极对的电场敏感度

犌∈犚
狀 为归一化介质分布图像向量，它的每一个

元素就是每一个单元的灰度。

在ＥＣＴ基本方程的求解中，由于灵敏度矩阵

犛既不对称又非正定，为保证重建算法具有较好

的收敛性，需要对方程进行正规化，即左右两端同

乘以灵敏度矩阵的转置犛Ｔ，从而式（３）可写为：

犛Ｔ犛犌＝犛Ｔ犆， （４）

奇异值分解（ＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，

ＳＶＤ）的理论：ＳＶＤ对于任一个秩为狉的矩阵犃

∈犚
犕×犖，必有两个正交矩阵犝、犞使得

犃＝犝Σ犞
Ｔ
＝∑

狉

犻＝１

σ犻狌犻狏
Ｔ
犻 ， （５）

Σ的形式如下：

Σ＝
Σ狉 ０［ ］
０ ０

．

其中Σ狉＝ｄｉａｇ（β１，β２，…，β狉），式中β犻 满足β１≥β２

≥…≥β狉＞０；σ犻（犻＝１，…，狉）为犃 的奇异值（实

数）；狌犻、狏犻（犻＝１，…，狉）分别称为矩阵犃的属于σ犻

左、右奇异向量。

考虑到极小化问题

ｍｉｎ
狓∈犡
犑［狓，狔δ］：＝

１

２
‖犉（狓）－狔δ‖

２， （６）

将（６）进行线性化表示为：

ｍｉｎ
狓∈犡
犑［狓，狔δ］：＝

１

２
‖狔δ－犉（狓犽）－犉′（狓犽）ξ‖

２，

（７）

其中ξ为搜索方向，记犵（狓）为泛函犑 的梯度，

犎犲狊狊（狓）为泛函犑的近似 Ｈｅｓｓｉａｎ阵，即

犵（狓）＝犉′（狓）
Ｔ（犉（狓）－狔δ）

犎犲狊狊（狓）＝犉′（狓）Ｔ犉′（狓
烅
烄

烆 ）
． （８）

奇异值分解截断共轭梯度方法的基本思想

是：只要犱Ｔ犾 犎犲狊狊犱犾＞０，共轭梯度迭代就继续进

行；如果当前迭代点Φ（犌犾）＋α犾犱犾在信赖域内，就

可以接受，并且转入下一步共轭梯度迭代；如果当

前迭代点Φ（犌犾）＋α犾犱犾 在信赖域外面或犱
Ｔ
犾 犎犲狊狊

犱犾≤０，则取最长的信赖域步，即进行截断。记为：

犃犽＝犉′（狓犽）

珘狌犽＝狔δ－犉（狓犽）

狌犽＝狔－犉（狓犽）－狉（狓
＋；狓犽

烅

烄

烆 ）

． （９）

算法步骤如下：

（１）给定初始值Φ（犌１）＝０，０＜τ＜１，ε＞０，计

算犵ψ１＝ψ（犌１），令犾＝１，犱１＝－犵
ψ
１＝－犵犽；

（２）若‖犃犽Φ（犌犾）－珘狌犽‖≤τ‖珘狌犽‖，则停，输

出Φ（犌）＝Φ（犌犾）；计算犱
Ｔ
犾犎犲狊狊犱犾：

若犱Ｔ犾犎犲狊狊犱犾≤０转步骤（４）；

利用α犾＝－犵ψ犾犱犾／犱
Ｔ
犾犎犲狊狊犽犱犾，β犾＝‖犵

ψ
犾＋１‖

２／

‖犵ψ犾‖
２ 计算α犾；

（３）若‖Φ（犌犾）＋α犾犱犾‖≥Δ犽 转步骤（４）；令

Φ（犌犾＋１）满足等式

Φ（犌犾＋１）＝Φ（犌犾）＋α犾犱犾，并且有如下关系

犵ψ犾＋１＝犵ψ犾＋α犾犎犲狊狊犽犱犾，

依据步骤（２）中的两个公式

α犾＝－犵ψ犾犱犾／犱
Ｔ
犾犎犲狊狊犽犱犾

β犾＝‖犵
ψ
犾＋１‖

２／‖犵ψ犾‖
烅
烄

烆
２
．

计算β犾并且令犱犾＋１满足

犱犾＋１＝－犵ψ犾＋１＋β犾犱犾；

犾＝１，转步骤（２）；

（４）求方程‖Φ（犌犾）＋α

犾犱犾‖＝Δ的根α


犾 ≥
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０；令Φ（犌）＝Φ（犌犾）＋α

犾犱犾，迭代结束。

基于以上理论，对于ＥＣＴ重建算法来讲，用

灵敏度矩阵犛替换犉′（狓），用犛犌犽 替换犉（狓），得

出图像分布向量犌的第犽＋１次迭代格式：

犌犽＋１＝犌犽－λ犽犛
Ｔ（犛犌犽－犆）， （１０）

其中，λ犽 是搜索因子。

根据奇异值分解理论，因此可以应用奇异值

分解技术对油／水两相流的归一化电容向量犆∈

犚犿 进行特征提取。犛可写为：

犛Ｔ ＝狌Σ犞
Ｔ
＝∑

狉

犻＝１

σ犻狌犻狏
Ｔ
犻 ， （１１）

其中：Σ＝ｄｉａｇ（σ１，…，σ犿），σ是犛的奇异值。可以

得出：

犌犽＋１ ＝犌犽－λ犽∑
狉

犻＝１

σ犻狌犻狏
Ｔ
犻（犛犌犽－犆）． （１２）

由于ＥＣＴ反问题的病态性，给ＥＣＴ反问题

的求解带来很大的困难。ＥＣＴ反问题的病态性

主要是由于问题本身造成的，而测量时的注入电

流、电极配置、极板电压、各流型的几何位置与面

积等因素也会对其造成的影响。为解决ＥＣＴ基

本方程的病态性，利用 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ方法进行正则

化并加权可得：

犌犽＋１ ＝犌犽－ωλ犽∑
狉

犻＝１

σ
２
犻

σ
２
犻 ＋θ

狌犻狏
Ｔ
犻

σ犻
（犛犌犽－犆），

（１３）

其中：θ为正系数，犽为迭代次数。其中ω为权矩

阵，取为

ω＝β．ｄｉａｇ（
１

Δρ
１
１

， １

Δρ２′
，…， １

Δρ
１
犖

），

（１４）

其中，Δρ
１
犻 为计算出的－［犛

Ｔ犛］－１犛Ｔ（犛犌０－犆）的

第犻个分量，β为比例因子，值由下式获得：

β
２·∑

犖

犻＝１

１

狘Δρ
１
犻狘

２ ＝犖
２ ． （１５）

为了改善迭代过程的稳定性，将该算法从物

理意义进行修正，即在每次的迭代循环中引入犌犽

的估计值应在０和１．０之间的先验信息。为此，

引入投影算子犳，将每次迭代结果投影到一个凸

集上，式（１３）改写为：

犌犽＋１＝犳η

η＝犌犽－ωλ犽∑
狉

犻＝１

σ
２
犻

σ
２
犻 ＋θ

狌犻狏
Ｔ

σ犻
（犛犌犽－犆

烅

烄

烆
）
，（１６）

投影算子的定义为：

犳（犌犽犻）＝

０　　　犌犽犻≤０

犌犽犻 ０＜犌犽犻≤１

１ 犌犽犻＞

烅

烄

烆 １

， （１７）

其中，犳（犌犽犻）为投影因子，犌犽犻表示列向量犌 的第犽

次迭代的第犻个分量。解出犌后，就可以知道每

一个单元的灰度从而实现对图像的重建。

下面对算法的收敛性进行分析：

在每步迭代过程中，犌犾 满足‖珘狌犽－犃犽犌犾‖≥

犮１‖珘狌犽‖，且犮
２
１＝γ犮，其中０＜犮＜γ

－１，γ＞２。

为了更好的逼近问题的真解犌＋，利用犌犽＋

犵犾犽来替换犌犽，则有：

　　　犉（犌犽＋１）

＝犉（犌犽）＋ξ犾犽

＝犉（犌犽）＋α犾犽－１犱犾犽－１＋ξ犾犽－１

＝……

＝犉（犌犽）＋∑

犾犽－１

犾＝１

α犾犱犾＋ξ１

＝犉（犌犽）＋犃

犽狑犽

其中狑犽＝∑

犾犽－１

犾＝１

α犾狕犾，狕犾 由犱犾＝犃犽狕犾 决定，由于ξ
＋

＝犉（犌＋）－犉（犌犽），ξ
＋ －ξ犾犽＝犉（犌

＋）－犉（犌犽＋１），

因此 ‖犉（犌
＋）－犉（犌犽＋１）‖ ＜ ‖犉（犌

＋ ）－

犉（犌犽）‖。

由此可以得出：

‖狌犽‖‖狑犽‖＜
‖犉（犌

＋）－犉（犌犽）‖
２－‖犉（犌

＋）－犉（犌犽＋１）‖
２

犱（γ－２）

‖狌犽‖
２
＜
‖犃犽‖

２（‖犉（犌
＋）－犉（犌犽）‖

２－‖犉（犌
＋）－犉（犌犽＋１）‖

２

犱（γ－２）
成立。

　　记犌犽 的极限为犵，我们可以得到∑
∞

犽＝１

‖狌犽‖
２

收敛，因此当犽→∞时，算法收敛。从上述证明可

以得出如下结论：加权ＳＶＤ截断共轭梯度法在

犖 步迭代后必收敛。
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４　仿真与实验结果

　　本文以油／水两相流为对象，采用１２电极系

统进行了实验。成像时将管道截面用３２×３２网

格划分成１０２４个像素，在管道横截面的有效区

域共８５６个成像单元。对典型流型：层状流型、核

心流型，多滴流型等进行了实验。为了验证算法

的有效性，采用仿真途径对线性反投影法（ＬＢＰ）、

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ和共轭梯度法（ＣＧ）以及本文所阐述

的加 权 ＳＶＤ 截 断 共 轭 梯 度 法 （以 下 简 称

ＷＳＴＣＧ）进行图像重建，并对四种算法的图像重

建结果进行了比较和分析，仿真计算使用 ＭＡＴ

ＬＡＢ７．０在ＡＭＤＡｔｈｌｏｎ（ｔｍ）６４，５１２内存的计

算机上进行。

随着 ＷＳＴＣＧ算法迭代次数的增多，重建图

像精度不断提高，误差不断减小。由于ＬＢＰ算法

属单步处理，所以迭代次数犖＝０，迭代法的迭代

步数犖 的选取通过实验确定。在 ＷＳＴＣＧ算法

迭代过程开始之前需要设定停止迭代的误差限

值，本文将停止迭代误差定义为δ，迭代误差限值

设定为一个极小的值，当迭代条件使得下式满足：

‖犛犌犽－犆‖ ≤δ， （１８）

迭代过程就完成了。由于本文 ＷＳＴＣＧ算法

的收敛速度较快，经大量试算，通常选取十几步（简

单模型）到几十步（复杂模型）的迭代就可获得较好

的成像质量，在分析重建图像的质量时，选用空间

图像误差作为图像质量评价指标，其定义如下：

ε＝
∑
狀

犻＝１

狘犵犻（ｉｍｇ）－犵犻（ｉｎｉｔ）狘

∑
狀

犻＝１

犵犻（ｉｎｉｔ）

， （１９）

式中，犵ｉｍｇ为重建图像向量；犵ｉｎｉｔ为介质分布原型图

像向量；犻为成像区域剖分单元索引；狀为成像区

域单元总数。实验结果如下表（白色区域是水，黑

色区域是油）。

成像实验结果显示，对于层状流型和核心流

图２　原流型模型

Ｆｉｇ．２　Ｏｒｉｇｉｎａｌｆｌｏｗｐａｔｔｅｒｎｍｏｄｅｌ

图３　ＬＢＰ算法图像重建

Ｆｉｇ．３　ＩｍａｇｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙＬＢＰ

图４　Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法图像重建

Ｆｉｇ．４　ＩｍａｇｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙＬａｎｄｗｅｂｅｒ

图５　ＣＧ算法图像重建

Ｆｉｇ．５　ＩｍａｇｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙＣＧ

图６　加权ＳＶＤ截断共轭梯度算法图像重建

Ｆｉｇ．６　ＩｍａｇｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙＷＳＴＣＧ

型，ＬＢＰ算法大体接近原流型，而ＣＧ、Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ

和 ＷＳＴＣＧ则十分接近原流型。对于复杂流型
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ＷＳＴＣＧ成像效果要好于ＬＢＰ和ＣＧ法，略差于

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法，图像轮廓大体接近原型，有失真

重叠现象，这是 ＷＳＴＣＧ算法本身所造成的。而

ＬＢＰ算法成像结果与原型相比，成像精度上有较

大的误差。表１是重建图像的误差比较，ＬＢＰ误

差最大，ＷＳＴＣＧ方法误差小于ＣＧ算法，对于层

流，ＷＳＴＣＧ算法的平均误差为２７．５４，和Ｌａｎｄ

ｗｅｂｅｒ的平均误差２７．３６十分接近，而对于其它

流型Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ误差最小。从表２可看出，对于

层状流型、核心流型 ＷＳＴＣＧ迭代步数大于ＣＧ

法，但小于Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法。从以上分析可以看

出，使用基于加权ＳＶＤ截断共轭梯度法的图像重

建算法，其成像的精度高于ＬＢＰ算法和ＣＧ算

法，速度要快于Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法。

表１　各算法图像重建误差

Ｔａｂ．１　Ｉｍａｇｅｅｒｒｏｒｓ （％）

原型 （ａ） （ｂ） （ｃ） （ｄ）

ＬＢＰ ４０．３２ ４９．６８ ８６．３８ ９８．７１

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ２０．１６ ３４．５７ ４５．４５ ８４．６１

ＣＧ ２６．６１ ３８．６６ ６３．６３ ９９．３５

ＷＳＴＣＧ １９．３５ ３５．７４ ５４．５４ ９８．０７

表２　各算法迭代步数

Ｔａｂ．２　Ｎｕｍｂｅｒｏｆｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

原型 （ａ） （ｂ） （ｃ） （ｄ）

ＬＢＰ ０ ０ ０ ０

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ ２１ ２３ １５ １３

ＣＧ ７ ９ ６ ６

ＷＳＴＣＧ １５ １６ １２ １０

５　结　论

　　ＥＣＴ技术作为基于电容敏感原理的过程层

析成像技术，具有广阔的应用前景，但是由于被测

物场的复杂性，灵敏度矩阵的病态性，对ＥＣＴ图

像重建算法提出很高要求。本文提出的基于加权

奇异值分解的截断共轭梯度迭代法是一种性能优

良的迭代算法，对于层流该算法的平均误差能达

到２７．５４％，全部流型平均迭代步数达到１３步。

同ＬＢＰ、Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ和ＣＧ算法相比，该算法所获

得的图像重建质量优于ＬＢＰ和ＣＧ算法，成像速

度快于Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ算法，保持了共轭梯度法成像

质量高、速度快的优势。
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