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摘要：载体的姿态解算算法是实现捷联式惯性导航系统精确导航的核心技术之一。分析了欧拉法、方向余弦法、四元数

法求解姿态矩阵的优缺点，采用四元数法与方向余弦法两种解算方法分别计算载体姿态，两种方法的计算结果之差与理

论真值比较以得到解算的相对误差，从而验证了四元数法的正确性和有效性。最后，指出提高采样频率和采用高阶计算

算法能进一步减小姿态解算误差。数字化仿真与转台试验结果表明，本文提出的载体姿态解算法的理论数值相对误差

为１０－１０％，测试实验相对误差为１０－３％，计算时间为３６μｓ，具有良好的实时性。
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１　引　言

　　捷联惯导是一种自主式的导航方法。该方法

将陀螺仪和加速度计直接安装在载体上，省掉机

电式导航平台，利用计算机软件建立一个“数学平

台”来代替机电平台实体［１］。由于其结构简单且

抗干扰能力强，目前已成为航空航天、航海、机器

人、智能交通等领域的研究热点之一。

姿态解算是捷联式惯性导航系统的关键技

术，通过姿态矩阵可以得到载体的姿态和导航参

数计算需要的数据，是捷联式惯导算法中的重要

工作。载体的姿态和航向体现了载体坐标系与导

航坐标系之间的方位关系，确定两个坐标系之间

的方位关系需要借助矩阵法和力学中的刚体定点

运动的位移定理。通过矩阵法推导方向余弦表，

而刚体定点运动的位移定理表明，定点运动刚体

的任何有限位移都可以绕过定点的某一轴经过一

次转动来实现。目前描述动坐标相对参考坐标系

方位关系的方法有多种，可简单地将其分为３类，

即三参数法、四参数法和九参数法［１２］。三参数法

也叫欧拉角法，四参数法通常指四元数法，九参数

法称作方向余弦法。欧拉角法由于不能用于全姿

态飞行运载体上而难以广泛用于工程实践，且实

时计算困难。方向余弦法避免了欧拉法的“奇点”

现象，但方程的计算量大，工作效率低。随着飞行

运载体导航控制系统的迅速发展和数字计算机在

运动控制中的应用，控制系统要求导航计算环节

能更加合理地描述载体的刚体空间运动，四元数

法的研究得到了广泛重视。本文全面分析了３种

解算方法的特点，通过对比四参法与九参法的计

算结果以验证四元数法的正确性和有效性，基于

数值仿真和转台实验相结合的分析方法得到进一

步减少姿态解算误差的有效途径，为捷联式惯性

导航技术的工程实践提供参考。

２　姿态矩阵的计算方法

　　 由于载体的姿态方位角速率较大，所以针对

姿态矩阵的实时计算提出了更高的要求。通常假

定捷联系统“数学平台”模拟地理坐标系，即导航

坐标系；而确定载体的姿态矩阵即为研究载体坐

标系（犫）和导航坐标系（犈）的空间转动关系，一般

用载体坐标系相对导航坐标系的三次转动角确

定，习惯上俯仰角和偏航角用θ和ψ表示，滚转角

用γ表示。目前主要的研究方法为：欧拉法、方向

余弦法与四元数法。图１为捷联式惯性导航原理

图。

图１　捷联式惯性导航原理图
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２．１　欧拉角微分方程式

一个动坐标系相对参考坐标系的方位可以完

全由动坐标系依次绕３个不同的轴转动的３个角

度来确定。如把载体坐标系作为动坐标系，把导

航坐标系作为参考坐标系，则姿态角即为一组欧

拉角，按一定的转动顺序得到导航坐标系到载体

坐标系的关系。
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（１）

根据欧拉角微分方程，由角速度可以求解３

个姿态角。欧拉角微分方程式只有３个，但每个

方程狓＝犳（ｃｏｓ狓，ｓｉｎ狓）ω都含有三角函数的运

算，计算速度慢，且方程会出现“奇点”，方程式退

化，故不能全姿态工作。

２．２　方向余弦矩阵微分方程式

当一个坐标系相对另一个坐标系做一次或多

次旋转后可得到另外一个新的坐标系，前者往往

被称为参考坐标系或固定坐标系，后者被称为动

坐标系，他们之间的相互关系可用方向余弦表来

表示。方向余弦矩阵微分方程式可写为载体坐标

系相对导航坐标系旋转角速度的斜对称矩阵表达

式，方向余弦表是对这两种坐标系相对转动的一

种数学描述。

犆犈犫＝犆
犈
犫Ω

犫
犈犫， （２）

式中，Ω
犫
犈犫为载体坐标系相对导航坐标系旋转角速

度的斜对称矩阵表达式。用方向余弦法计算姿态

矩阵，没有方程退化问题，可以全姿态工作，但需
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要求解９个微分方程犆犻犼（狓）＝犆犻犼（狓）ω，计算量较

大，实时性较差，无法满足工程实践要求。

２．３　四元数微分方程式

四元数的数学概念是１８４３年由哈密顿首先

提出的，它是代数学中的内容之一。随着捷联式

惯性导航技术的发展，为了更简便地描述刚体的

角运动，采用了四元数这个数学工具，用它来弥补

通常描述刚体角运动的３个欧拉角参数在设计控

制系统时的不足。四元数可以描述一个坐标系或

一个矢量相对某一个坐标系的旋转，四元数的标

量部分表示了转角的一半余弦值，而其矢量部分

则表示瞬时转轴的方向、瞬时转动轴与参考坐标

系轴间的方向余弦值。因此，一个四元数既表示

了转轴的方向，又表示了转角的大小，往往称其为

转动四元数。

工程上一般运用范数为１的特征四元数，特

征四元数的标量部分表示转角的一般余弦值，其

矢量部分表示瞬时转轴狀的方向。比如式（３）表

示矢量犚相对参考坐标系旋转一个转角θ，旋转

轴狀的方向由四元数的虚部确定，ｃｏｓα、ｃｏｓβ、

ｃｏｓγ表示旋转轴狀与参考坐标系轴间的方向余

弦值。

犚′＝狇犚狇′， （３）

式中：犚为某矢量；

狇＝λ＋狆１犻＋狆２犼＋狆３犽；

λ＝ｃｏｓ
θ
２
；

狆１＝ｓｉｎ
θ
２
ｃｏｓα；

狆２＝ｓｉｎ
θ
２
ｃｏｓβ；

狆３＝ｓｉｎ
θ
２
ｃｏｓγ．

四元数姿态矩阵微分方程式只要解４个一阶

微分方程式组即可，比方向余弦姿态矩阵微分方

程式计算量有明显的减少，能满足工程实践中对

实时性的要求。

３　基于四元数法的姿态解算

　　 验证四元数法的正确性和有效性是将算法

应用于工程实践的首要前提，在算法正确性的前

提下应保证解算误差符合工程实践的需要。

３．１　四元数法正确性和有效性的验证

本文根据四元数法与方向余弦法两种解算方

法进行计算，通过对比两种方法的计算结果，验证

四元数法的正确性和有效性。

四元数法姿态矩阵计算的步骤如下：

（１）初始四元数的确定，如式（４）其输入为初

始的姿态角。

λ（０）

狆１（０）

狆２（０）
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熿
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＝
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０

２
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０

２
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θ０
２
ｓｉｎ
γ０
２

ｃｏｓψ
０

２
ｃｏｓ
θ０
２
ｓｉｎ
γ０
２
－ｓｉｎψ

０

２
ｓｉｎ
θ０
２
ｃｏｓ
γ０
２

ｃｏｓψ
０

２
ｓｉｎ
θ０
２
ｃｏｓ
γ０
２
＋ｓｉｎψ

０

２
ｃｏｓ
θ０
２
ｓｉｎ
γ０
２

ｓｉｎψ
０

２
ｃｏｓ
θ０
２
ｃｏｓ
γ０
２
－ｃｏｓψ

０

２
ｓｉｎ
θ０
２
ｓｉｎ
γ０

熿

燀

燄

燅２

，

（４）

（２）四元数标量部分与矢量部分λ、狆１、狆２、狆３

的实时计算，输入信号为陀螺仪的数字输出信号

Δθ＝∫
狋＋Δ狋

狋
ω犻犫ｄ狋，其中犻为狓，狔，狕。计算方法采用

二阶龙格库塔法，如式（５）。

犓１＝Ω犫（狋）狇（狋）

犢＝狇（狋）＋犜Ω犫（狋）狇（狋）

犓２＝Ω犫（狋＋犜）犢

狇（狋＋犜）＝狇（狋）＋（犜／２）（犓１＋犓２

烅

烄

烆 ）

，（５）

（３）姿态矩阵的实时计算，确定姿态矩阵犆犫犈，

输入为λ（狀）、狆１（狀）、狆２（狀）、狆３（狀）。计算公式如

式（６）。

犆犫犈＝

λ
２＋狆

２
１－狆

２
２－狆

２
３ ２（狆１狆２＋λ狆３） ２（狆１狆３－λ狆２）

２（狆１狆２－λ狆３） λ
２＋狆

２
２－狆

２
１－狆

２
３ ２（狆２狆３＋λ狆１）

２（狆１狆３＋λ狆２） ２（狆２狆３－λ狆１） λ
２＋狆

２
３－狆

２
１－狆

熿

燀

燄

燅
２
２

，

（６）

其简易表示为：

犆犫犈＝

犜１１ 犜１２ 犜１３

犜２１ 犜２２ 犜２３

犜３１ 犜３２ 犜

熿

燀

燄

燅３３

（４）载体姿态角计算，以确定姿态角θ、ψ、γ，

输入为犜１１（狀）、犜１２（狀）、犜１３（狀）、犜２３（狀）、犜３３（狀）。

计算公式如式（７）。

　　　　　

θ＝－ａｒｃｓｉｎ（犜１３（狀））

θ＝ａｒｃｔａｎ（
犜１２（狀）

犜１１（狀）
）

θ＝ａｒｃｔａｎ（
犜２３（狀）

犜３３（狀）

烅

烄

烆
）

， （７）
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方向余弦法姿态矩阵的计算与四元数法的区

别主要是姿态矩阵的描述不同，其描述如式（８）所

示。其解算方向余弦矩阵微分方程为犆犫犈＝犆
犫
犈Ω，

得到方向余弦矩阵犆犫犈 后可提取姿态角。

　　　　　犆
犫
犈＝

ｃｏｓψｃｏｓθ ｓｉｎψｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｃｏｓψｓｉｎθｓｉｎγ－ｓｉｎψｃｏｓγ ｓｉｎψｓｉｎθｓｉｎγ＋ｃｏｓψｃｏｓγ ｃｏｓθｓｉｎγ

ｃｏｓψｓｉｎθｃｏｓγ＋ｓｉｎψｓｉｎγ ｓｉｎψｓｉｎθｃｏｓγ－ｃｏｓψｓｉｎγ ｃｏｓθｃｏｓ

熿

燀

燄

燅γ

， （８）

　　验证工作均以二阶龙格库塔法展开计算。

（１）针对单轴输入，两种解算方法的计算结

果与数值理论值对比，比较其相对误差。

计算条件为：陀螺仪输出角速率ω＝５０°／ｓ，

采样时间取为犜＝０．０１ｓ，该采样频率工程实践

可行；各通道独立解算，初始角为－９０°，终止角为

９０°。

　　以滚转通道为例，图２为四元数法解算结果，

图３为方向余弦法解算结果。单轴数值计算结果

说明：根据上述的计算条件，单轴输入下，四元数

法与方向余弦法的计算结果都是正确的，即姿态

解算算法在单轴输入情况下是正确的；姿态解算

的相对误差数量级为１０－２％左右，且四元数法与

图２　四元数法（ω＝５０°／ｓ，滚转）

Ｆｉｇ．２　Ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ω＝５０°／ｓ，Ｒｏｌｌ）

图３　方向余弦法（ω＝５０°／ｓ，滚转）

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｃｏｓｉｎｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ω＝５０°／ｓ，Ｒｏｌｌ）

理论真值的相对误差更小。

（２）针对三轴输入，两种解算方法之差与数

值理论值对比，以比较两种方法的相对误差；

计算条件为：载体三通道陀螺仪输出为角速

率ω＝６０°／ｓ；载体三通道陀螺仪输出为正弦角速

率，幅值犃＝６０°，频率犳＝０．４Ｈｚ；采样时间犜＝

０．０１ｓ，工程实践可行；各通道独立解算，初始角

均为０°。

同样以滚转通道为例，图４为匀速输入下两

种方法的相对误差，图５为正弦输入下两种方法

图４　两种算法的相对误差（ω＝６０°／ｓ，匀速输入）

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｑｕａｔｅｒｎｉｏｎａｌｇｏ

ｒｉｔｈｍａｎｄｄｉｒｅｃｔｉｏｎｃｏｓｉｎｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ω＝

６０°／ｓ，ｕｎｉｆｏｒｍｓｐｅｅｄｉｎｐｕｔ）

图５　两种算法的相对误差（正弦输入）

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｑｕａｔｅｒｎｉｏｎａｌｇｏ

ｒｉｔｈｍａｎｄｄｉｒｅｃｔｉｏｎｃｏｓｉｎｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ｓｉｎｅ

ｓｉｇｎａｌｉｎｐｕｔ）
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的相对误差。三轴数值计算结果说明：三轴输入

下，根据上述的计算条件，匀速与正弦输入下四元

数法与方向余弦法的计算结果都是正确的，两种

解算方法之差与理论真值比较的相对误差很小，

相对误差的数量级为１０－３％左右。因为正弦输

入时每步计算的角增量小，所以相对误差要稍小

些。上述理论分析和数值仿真结果表明，四元数

姿态解算算法在三轴输入情况下是正确的，且其

计算精度高、理论完善，并具有良好的工程实践价

值。

３．２　进一步减少解算误差的优化方法

在工程实践可行的基础上，文献［３］指出提高

信号的采样频率是减小解算误差的良好方法。同

时，高阶的数值解法在软件上提供了减小解算误

差的有效途径，四阶龙格库塔法计算公式如式

（９）。

犓１＝Ω犫（狋）狇（狋）

犓２＝［Ω犫（狋＋犜／２）］［狇（狋）＋犓１／２］

犓３＝［Ω犫（狋＋犜／２）］［狇（狋）＋犓２／２］

犓４＝［Ω犫（狋＋犜／２）］［狇（狋）＋犓３］

狇（狋＋犜）＝狇（狋）＋（犜／６）（犓１＋２犓２＋２犓３＋犓４

烅

烄

烆 ）

．（９）

计算条件设定为：以单轴俯仰通道为例，其它

计算条件如前所述，仅提高系统的采样频率，取犜

＝０．００１ｓ，并采用四阶ＲＫ法计算。

图６为该计算条件下俯仰通道的绝对误差，

绝对误差的数量级达到了１０－１１°，而图７为该计

算条件下俯仰通道的相对误差，相对误差的数量

级达到１０－１１％。

图６　俯仰绝对误差（四阶，犜狊＝０．００１ｓ）

Ｆｉｇ．６　Ａｂｓｏｌｕｔｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｐｉｔｃｈ（ｆｏｕｒｔｈｒａｎｋ，犜狊

＝０．００１ｓ）

提高采样频率和采用高阶解算方法能有效

图７　俯仰相对误差（四阶，犜狊＝０．００１ｓ）

Ｆｉｇ．７　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｐｉｔｃｈ（Ｆｏｕｒｔｈｒａｎｋ，犜狊

＝０．００１ｓ）

降低解算误差，但工程上采样频率的提高是有限

的，本文选用惯性单元的采样频率为０．０１ｓ。图

８和图９为犜狊＝０．０１ｓ时俯仰通道解算的绝对误

差和相对误差，误差的数量级分别为１０－１０％和

１０－９％，对降低解算误差十分有效。

图８　俯仰绝对误差（四阶，犜狊＝０．０１ｓ）

Ｆｉｇ．８　Ａｂｓｏｌｕｔｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｐｉｔｃｈ（ｆｏｕｒｔｈｒａｎｋ，犜狊

＝０．０１ｓ）

图９　俯仰相对误差（四阶，犜狊＝０．０１ｓ）

Ｆｉｇ．９　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｐｉｔｃｈ（ｆｏｕｒｔｈｒａｎｋ，犜狊＝

０．０１ｓ）

针对单轴与三轴输入、匀速与正弦的陀螺仪
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角速率输出，分别运用四元数法和方向余弦法解

算姿态矩阵，比较两种方法计算结果的相对误差，

验证了四元数法解算姿态矩阵的正确性和有效

性。并指出提高采样频率与提高解算阶数能进一

步减小解算误差，在提高采样频率能力有限的前

提下采用高阶解算算法对降低误差十分有效，所

以试验中统一采用基于四元数法的四阶龙格库塔

法解算，采样频率取工程实践可行的０．０１ｓ。

４　实验验证

　　 为验证本文所述姿态解算算法在工程实践

中的有效性，作者以转台测试实验展开验证工作。

单轴转台测试实验中，计算条件为：

（１）陀螺仪输出分别为角速率ω＝１０°／ｓ、ω＝

５０°／ｓ、ω＝９０°／ｓ，陀螺仪输出有一定的动态误

差；

（２）采样时间犜狊＝０．０１ｓ，工程实践可行，计

算方法为基于四元数法的四阶龙格库塔法；

（３）各通道独立解算，初始角为０°，终止角为

９０°，计算结果分别与理论真值对比，得到相对误

差。

以滚转通道为例，解算相对误差分别如图１０

～１２所示。

图１０　滚转相对误差（四阶，ω＝１０°／ｓ，犜狊＝０．０１ｓ）

Ｆｉｇ．１０　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｒｏｌｌ（ｆｏｕｒｔｈｒａｎｋ，ω＝

１０°／ｓ，犜狊＝０．０１ｓ）

单轴转台测试实验结果表明：

（１）基于四元数法、四阶龙格库塔法的姿态解

算相对误差数量级在１０－３％左右，能满足工程实

践要求；

（２）误差数量级由理论数值仿真的１０－１０％变

为１０－３％的原因在于转台的输出本身有误差，转

台角速率输出误差造成的姿态角解算误差与实际

图１１　滚转相对误差（四阶，ω＝５０°／ｓ，犜狊＝０．０１ｓ）

Ｆｉｇ．１１　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｒｏｌｌ（ｆｏｕｒｔｈｒａｎｋ，ω＝５０

°／ｓ，犜狊＝０．０１ｓ）

图１２　滚转相对误差（四阶，ω＝９０°／ｓ，犜狊＝０．０１ｓ）

Ｆｉｇ．１２　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｒｏｌｌ（ｆｏｕｒｔｈｒａｎｋ，ω＝

９０°／ｓ，犜狊＝０．０１ｓ）

的解算误差几乎完全吻合。以９０°／ｓ输出为例，

转台的实际输出为９０．００ＸＸＸ°／ｓ，而小数点第３

位后的输出误差造成了误差数量级由１０－１０％变

为１０－３％；

（３）上述观点也更进一步说明了目前的解算

方法是正确的，而且对纯理论数值仿真和实验测

试数据的解算结果都是正确的，且误差很小。

三轴转台测试实验中，以模拟低速平飞飞行

状况为例，输入形式为正弦信号，其中俯仰通道幅

值犃＝５０°／ｓ，频率犳＝０．２Ｈｚ，偏航通道和滚转

通道幅值犃＝２０°／ｓ，频率犳＝０．１Ｈｚ。陀螺仪的

动态输出误差、系统采样时间和计算方法与单轴

测试实验相同，三通道解算结果的相对误差如图

１３～１５所示。

三轴转台测试实验结果表明：

（１）姿态解算的误差基本在１０－３％数量级

上，有时候偏高是因为在姿态角为０°时造成的一

些伪误差（因为分母为零，实际误差并不大）；

（２）同时，三轴联动时角速率输出的动态误
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图１３　俯仰相对误差（四阶，正弦输入，犜狊＝０．０１ｓ）

Ｆｉｇ．１３　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｐｉｔｃｈ（ｆｏｕｒｔｈｒａｎｋ，ｓｉｎｅ

ｉｎｐｕｔ，犜狊＝０．０１ｓ）

图１４　偏航相对误差（四阶，正弦输入，犜狊＝０．０１ｓ）

Ｆｉｇ．１４　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｙａｗ（ｆｏｕｒｔｈｒａｎｋ，ｓｉｎｅ

ｉｎｐｕｔ，犜狊＝０．０１ｓ）

图１５　滚转相对误差（四阶，正弦输入，犜狊＝０．０１ｓ）

Ｆｉｇ．１５　Ｒｅｌａｔｉｖｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｒｏｌｌ（ｆｏｕｒｔｈｒａｎｋ，ｓｉｎｅ

ｉｎｐｕｔ，犜狊＝０．０１ｓ）

差比单轴测试时动态误差要大，造成解算误差要

比单轴解算稍大些。原因在于三轴联动时惯性器

件的测试误差偏高，且各通道存在一定的动态干

扰，这与理论是相符合的。

捷联惯导计算的复杂性使得其对计算装置的

要求很高，必须选用运算速度快、处理精度高、算

术运算指令丰富的处理器芯片，且最好具有硬件

乘法器。主运算ＣＰＵ 选用 ＴＩ公司的 ＴＭＳ３２０

Ｃ６７１３。

将所述算法运行于捷联式惯性导航系统的硬

件解算平台，以验证其与ＰＣ机解算误差的一致

性及算法工程实践的实时性。计算条件为：步长

取为０．５°，采样周期为０．０１ｓ，角速率为５０°／ｓ，计

算结果如表１所示。解算结果表明，相对误差数

量级在１０－８％以上，计算时间为３６μｓ，实时性很

强。

表１　捷联惯导系统硬件平台解算结果

Ｔａｂ．１　ＳｏｌｖｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆＳＩＮＳｆｏｒｈａｒｄｗａｒｅｐｌａｔｆｏｒｍ

俯仰 偏航 滚转 计算时间

１．５０５×１０－８％ ５．４６８×１０－９％ ５．４１７×１０－９％ ３６μｓ

５　结　论

　　捷联惯性导航控制技术是目前自主导航控制

领域研究热点之一，而姿态解算工作是其重要组

成部分。本文详细阐述了目前姿态解算的常用算

法及其各自的特点，通过方向余弦法与四元数法

的解算对比验证了四元数法的正确性和有效性，

提出了高阶解算方法和提高采样频率能有效降低

解算误差。

数字化仿真、转台测试实验及硬件平台解算

结果表明，载体姿态解算的纯数值理论解算误差

为１０－１０％，转 台 测 试 实 验 数 据 解 算 误 差 为

１０－３％，硬件平台的计算时间为３６μｓ。根据本文

所述方法进行姿态解算，误差小且实时性强，该项

研究工作对捷联式惯性导航技术的工程实践有借

鉴意义。
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