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基于无量纲化辨识雅可比矩阵选取
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摘要:运动学标定是提高并联机构精度的重要途径.采用与辨识雅可比矩阵相关的可观测性指标最大化的方法选择测

量位姿,可以提高并联机构运动学标定对传感器测量噪声的鲁棒性.辨识雅可比矩阵是并联机构位移和姿态的函数,但
位移和姿态对应的辨识雅可比矩阵中的元素的数量级不同,导致所选测量位姿的位移和姿态对测量噪音的鲁棒性不同.
因此,本文提出先对辨识雅可比矩阵进行无量纲化,再通过可观测性指标选择测量位姿,保证位移和姿态对测量噪音具

有相同的鲁棒性,进而提高标定精度.通过数值算例,３种测量噪音下该方法标定的结构参数精度相对于传统方法均有

大幅提高,分别由１．００７５,０．１００９,０．０１０１mm提高到０．０３３７,０．０３３７,０．００３４mm;该方法标定的位置精度相对于传

统方法基本不变,但姿态精度有大幅提高,分别由０．０１５２°,０．００３３°,０．０００１５°提高到０．００３３°,０．０００３°,０．００００３３°.

以该方法选取的测量位姿对 Stewart并联机构进行标定试验,标定前后位置和姿态的误差均值分别从２．３２１mm 和

０􀆰２４６°降至０．２４２mm和０．０２５°,有效地提高了位姿精度.
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中图分类号:TP２４２　　文献标识码:A　　doi:１０．３７１８８/OPE．２０２０２８０７．１５４６

Stewartparallelmanipulatorkinematiccalibrationbasedonthe
normalizedidentificationJacobianchoosingmeasurementconfigurations

QIANGHongＧbin１,XUEDaＧpeng１,FENGXinＧyu１,ZHANGLiＧjie１,２∗

(１．HebeiProvincialKeyLaboratoryofHeavyMachineryFluidPowerTransmissionandControl,

YanShanUniversity,Qinhuangdao０６６００４,China;

２．KeyLaboratoryofAdvancedForging&StampingTechnologyandScience,

YanshanUniversity,Qinhuangdao０６６００４,China)

∗Correspondingauthor,EＧmail:ljzhang＠ysu．edu．cn

Abstract:KinematicscalibrationisanimportantwaytoimprovetheaccuracyofParallelManipulators
(PMs)．Therobustnessofkinematicscalibrationtomeasurementsensornoisecanbeimprovedby
choosingmeasurementposesbasedonmaximizingtheobservabilityindexrelatedtotheidentification
Jacobian．TheidentificationJacobianmatrixisafunctionofpositionandorientationofthePM,but
themagnitudesofidentificationJacobianmatrixelementscorrespondingtopositionandorientationare
different．Thisleadstoadifferenceintherobustnessofpositionandorientationto measurement



sensornoise．Therefore,theidentificationJacobianmatrixwasfirstnormalizedandthemeasurement
poseswerethenselectedthroughtheobservabilityindexrelatedtothenormalizedidentification
Jacobiantoensurethesamerobustnessofpositionandorientationto measurementsensornoise．
Throughnumericalexamples,theprecisionofthestructuralparameterscalibratedbyusingthis
methodunderthreekindsofmeasurementnoiseisgreatlyimprovedcompared withthatofthe
traditionalmethod,increasingfrom１．００７５mmto０．３３６７mm,０．１００９mmto０．０３３７mm,and
０􀆰０１０１nnto０．００３４ mm,respectively．Comparedwiththetraditionalmethod,thecalibration
precisionofpositionusingthismethodbasicallyremainedunchanged,buttheattitudeaccuracywas
sharplyhigher,increasingfrom０．０１５２°to０．００３３°,０．００３３°to０．０００３°,and１．５×１０－４°to３．３×
１０－５°,respectively．ThemeasuredposeselectedinthismethodwasusedtocalibratetheStewart
parallelmechanism,andthemeanerrorvaluesofthepositionandattitudebeforeandaftercalibration
werereducedfrom２．３２１ mmto０．２４２ mmandfrom０．２４６°to０．０２５°,respectively,effectively
improvingtheposeaccuracy．
Keywords:parallelmanipulator;kinematiccalibration;identificationjacobian matrix;normalized;

measurementposes;observabilityindex

１　引　言

并联机构具有结构紧凑、承载能力强、运动精

度高、惯性低等优点,因此被广泛应用于调姿机

构[１]、指向机构[２]、加工制造设备等领域.但由于

并联机构制造及装配过程中产生的误差不可避免,
导致并联机构的理论运动学参数与实际运动学参

数之间也存在一定的误差,从而使并联机构的运动

偏离理想轨迹,降低精度.通过运动学标定对运动

学模型进行改进,可以提高并联机构的运动精度[３].
运动学标定通常包括误差模型、位姿测量、参

数辨识和误差补偿四个环节[４].误差模型的研究

主要包括误差参数的选择和基于机构运动学、智
能算法等模型的建立等.位姿测量主要包括测量

工具的选择和测量位姿的选择等.参数辨识主要

研究基于最小二乘法、牛顿迭代算法及智能算法

的误差参数求解.误差补偿包括对运动学模型的

补偿 和 对 控 制 系 统 的 补 偿.Gao 等[５]建 立 了

Stewart平台基于运动学模型的误差模型,并采

用激光跟踪器LTD５OO进行位姿测量.Li等[６]

采用双球棒(DBB)和三轴千分尺测量了三棱锥机

器人末端执行器的位置,采用牛顿拉弗森迭代法

和最小二乘法辨识出结构参数.Wu等[７]先采用

牛顿迭代对并联机床进行初始误差参数辨识,再
采用遗传算法进行精细误差参数辨识,得到了较

高精度.

选择合理的测量位姿可以提高运动学标定对

测量噪音的鲁棒性.测量位姿的选择主要包括工

作空间内随机选择、工作空间内均布选择、基于正

交理论的选择等方法.文献[８Ｇ９]在 Stewart并

联机构工作空间内随机选取了多个测量位姿.吴

江宁等[１０]根据 Stewart并联机构关节空间选取

了７个测量位姿.Bai等[１１]在 Delta并联机构工

作空间的边界选择多个等距的姿态.GUO等[１２]

基于正交理论选择６PUS并联机械手的测量姿

态.Sun等[１３]基于三自由度旋转并联机器人运

动轨迹选择测量位姿.
为了进一步提高标定对测量噪音的鲁棒性,

许多学者研究了基于辨识雅克比矩阵的可观测性

指标最大化的测量配置选择方法.文献[１４Ｇ１９]
提出了５个基于辨识雅克比矩阵的可观测性指标

O１~O５.Daney等[２０]采用局部收敛法和禁忌搜

索法获得了一组可观测性指标最大的测量位姿,
并通过Stewart机构的仿真验证了此测量位姿对

传感器测量噪声的鲁棒性有明显提升.Zhang
等[２１]利用 DETMAX算法和禁忌搜索算法,提出

了一种高效的测量位姿选择算法,并在５个可观

测性指标下的仿真验证了该算法的有效性,结果

表明通过所选测量位姿可以显著提高标定方法的

鲁棒性.Huang等[２２]以可观测性指标O２ 最大化

选取四自由度并联机器人的测量位姿,通过标定

保证并联机器人的定位和旋转精度.Gao等[２３]

以可观测性指标O４ 最大化选取六自由度冗余驱
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动的并联机器人的测量位姿.Saputra等[２４]对

Stewart平台利用群智能搜索算法分别以前４个

可观测性指标最大化搜索了测量位姿,并采用千

分 尺 测 量 位 姿 完 成 了 运 动 学 标 定.Joubair
等[２５Ｇ２６]研究了机器人标定中５项可观测性指标的

有效性,结果表明不同可观测性指标对不同类型

的机器人标定性能不同,整体来说可观测性指标

O１ 的性能更好一些.
采用与辨识雅可比矩阵相关的可观测性指标

最大化的方法选择测量位姿,可以提高并联机构

运动学标定对传感器测量噪声的鲁棒性.但是,
辨识雅可比矩阵是并联机构位移和姿态的函数,
且位移和姿态对应的辨识雅可比矩阵中的元素的

数量级不同.直接求解辨识雅可比矩阵求取性能

指标选择出的位姿,其位置和姿态对测量噪音的

鲁棒性不同.因此,本文提出先对辨识雅可比矩

阵拆分为位置误差雅克比矩阵和姿态误差雅克比

矩阵,在通过特征长度使位移和姿态对应的辨识

雅可比矩阵中的元素的数量级相同,再通过可观

测性指标选择测量位姿,保证位移和姿态对测量

噪音具有相同的鲁棒性.提高机构的标定整体性

能和精度.

２　Stewart并联机构分析

图１为Stewart并联机构结构简图.该机构

的基本构件为静平台、动平台和六个支腿.静平

台固定,六个支腿为驱动器,通过胡克铰连接静平

台与动平台,动平台为运动末端.支腿与静平台

连接的铰点为Ai(i＝１,２,􀆺,６),与动平台连接

的铰点为Bi(i＝１,２,􀆺,６).动、静平台的胡克

铰分布如图２所示.

铰点Ai,Bi的坐标ai,bi 的表达式为:

ai＝[Racosηi　Rasinηi　０], (１)

bi＝[Rbcosφi　Rbsinφi　０], (２)

图１　Stewart并联机构结构简图

Fig．１　StructurediagramofStewartparallelmanipulator

　 图２　动、静平台球铰分布

Fig．２　Sphericaljointsdistributionoftheplatform
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２．１　逆运动学分析

逆运动学为已知动平台的位移和姿态求解六

个支腿的长度.支腿长度的求解公式为:

li＝Rbi＋P－ai, (３)

其中:P＝[x,y,z]是动平台的位移.R 为动平台

的旋转矩阵,本文采用 RPY 角γ,β,α来表示,具

体表达式为:

R＝R(z,α)R(y,β)R(x,γ)＝
cosαcosβ cosαsinβsinγ－sinαcosγ cosαsinβcosγ＋sinαsniγ
sinαcosβ sinαsinβsinγ＋cosαcosγ sinαsinβcosγ－cosαsinγ
－sinβ cosβsinγ cosβcosγ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

, (４)
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其中γ,β,α分别为动平台绕x 轴,y 轴,z 轴的

转动.

２．２　正运动学分析

正运动学为已知６个支腿的长度求解动平台

的位移和姿态.正解公式为:

f(T)＝‖(Rbi＋p－ai)‖２－‖li‖２＝０．(５)
并联机构的位置反解可以通过公式(３)直接

求解,而位置正解公式(５)由于包含非线性方程组

却相当复杂.目前常用数值方法对公式(５)进行

求解.

３　误差模型

对于Stewart并联机构,每个分支有７ 个误

差参数,包括上、下平台的铰点沿x,y,z３个方向

的定位误差和驱动杆的轴向误差,则６个分支共

有４２项误差.则基于运动学的误差模型建立对

公式(３)两边微分:

dliui＋lidui＝d(R)bi＋Rdbi＋dp－dai．(６)
将公式(６)两边同时乘以uT

i ,并由uT
iuidli＝dli,

uT
idui＝０,uT

id(Rbi)＝(Rbi×ui)T[dα　dβ　dγ]T 可

以得:

JTdT＝Jede, (７)
其中:

JT＝

uT
１ (Rb１×u１)T

uT
２ (Rb２×u２)T

uT
３ (Rb３×u３)T

uT
４ (Rb４×u４)T

uT
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∈R６×４２,

dT＝[dx　dy　dz　dα　dβ　dγ]T∈R６×１,

de＝[dl１　da１　db１　􀆺　dl６　da６　db６]T∈R４２×１．
由于在六自由度并联机构工作空间内,JT 为

非奇异矩阵,则:

dT＝Jde, (８)
其中J＝J－１

T Je∈R６×４２.
公式(８)即为单位姿运动学误差模型,１个位

姿可得到６个方程,理论上讲只需测量７个位姿,
即能构造出４２个约束方程,辨识出机构的４２个

误差参数.实际标定时由于测量噪音等的存在,
需要测量m(m＞７)个位姿,以便于更好地辨识误

差参数.则m 个位姿的误差模型为:

dTz＝Jzde, (９)
其中:Tz∈R６m×１,Jz∈R６m×４２.

４　基于无量纲化辨识雅克比矩阵的

可观测性指标

　　为了提高测量位姿对测量噪音的鲁棒性,我
们希望误差参数de的一个非常小的变化能够对

位姿误差dT 产生尽可能大的影响,即‖dT‖/

‖de‖尽可能大.

Nahvi等[１８]利用辨识雅克比矩阵Jz 的奇异

值来表‖dT‖/‖de‖:

σL≤‖dT‖
‖de‖≤σ１, (１０)

其中σL 和σ１ 分别是辨识雅克比矩阵Jz 的非零最

小奇异值和最大奇异值.
从几何角度看,如果定义de为一个单位球,

那么dT为一个椭球体,其半轴为辨识雅克比矩

阵的奇异值[１８],如图３所示.通过扩大椭球体的

体积,可以提高标定位姿误差对参数误差的灵

敏度.

图３　奇异值的几何表示图

Fig．３　Geometricinterpretationofsingularvalues

４．１　可观测性指标

Menq和Borm[１４Ｇ１５]定义了第１个可观测性

指标O１,辨识雅克比矩阵奇异值的几何平均值.
通过最大化O１,可以增加椭球体的体积[１８].根

据指标O１ 可以找到由机构参数误差导致位姿误

差最大的位姿,从而使参数估计的效果更好.该
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指标的表达式如式(１１):

O１＝
L
σ１σ２􀆺σL/ m, (１１)

式中:m 是测量位姿的数量,L 为待识别的参数

数量.

Driels和Pathre[１６]提出了第２个指标O２,辨
识雅克比矩阵条件数的倒数.最大化O２,可以提

高辨识雅克比矩阵奇异值的一致性,提高了椭圆

偏心率.该指标的表达式如式(１２):

O２＝σL/σ１． (１２)

Nahvi和 Hollerbach[１７]提出了第３个指标

O３,辨识雅克比矩阵奇异值的最小值.最大化

O３,会增加椭球的最小半径和体积.使所选择的

校准配置对参数误差更敏感.该指标的表达式如

式(１３):

O３＝σL． (１３)

Nahvi和 Hollerbach[１８]提出了第４个指标

O４,辨识雅可比矩阵的最小非零奇异值的平方除

以最大奇异值.最大化O４,会增加椭球体的短

轴,最大轴变小(即偏心率变小).该指标的表达

式如式(１４):

O４＝σ２
L/σ１． (１４)

Sun和 Hollerbach[１９]提出第５个指O５,辨识

雅可比矩阵的非零奇异值的调和平均值.该指标

的表达式如式(１５):

O５＝１ １
σ５

＋􀆺＋１
σL

æ

è
ç

ö

ø
÷． (１５)

４．２　辨识雅可比矩阵无量纲化

目前学者们采用辨识雅克比矩阵Jz 的奇异

值求解可观测性指标,但是辨识雅可比矩阵是位

移和姿态的函数,但位移和姿态对应的辨识雅可

比矩阵中的元素的数量级不同,直接求解辨识雅

可比矩阵得到可观测性指标,获得的测量配置会

导致位移和姿态对测量误差的鲁棒性不同.因

此,本文提出先对辨识雅可比矩阵进行无量纲化,
再通过可观测性指标选择测量位姿,保证位移和

姿态对测量噪音具有相同的鲁棒性.
根据误差模型公式(８),可以将动平台位置误

差矢量和姿态误差矢量分开表示:

dp＝Jpde
dθ＝Jθde{ , (１６)

式中:Jp∈R３×４２为位置误差传递子矩阵,Jp 为J

的前３行;Jθ∈R３×４２为姿态误差传递子矩阵,Jθ

为J 的后３行.
当对m 个位姿进行测量时,位置误差传递矩

阵为Jpm ∈R３m×４２,姿态误差传递矩阵为Jθm ∈
R３m×４２.为了使Jpm 与Jθm 中元素数量级相等,对
矩阵进行无量纲化:

Jzg＝
Jp

KJθ

é

ë
êê

ù

û
úú, (１７)

式中K 为特征长度,且K＝tr(JT
PJp)/tr(JT

θJθ)．
Jzg即为无量纲化辨识雅克比矩阵.将无量

纲化的辨识雅克比矩阵Jzg代替原有的辨识雅克

比矩阵Jz,去求解可观测指标Oi,再通过最大化

指标Oi选取测量位姿.

５　测量位姿选择算法

许多学者对基于可观测指标Oi的位姿选择

算法进行了研究.其中,Daney等[２０]提出的局部

收敛和禁忌搜索的方法,具有不易陷入局部最优

的特点.其工作原理及算法流程如图４所示.

图４　最优位姿选择流程图

Fig．４　Flowchartofselectingthemeasurementposes

(１)生成待选位姿Ω０.由于任务工作空间

为、互相耦合的六维,直接生成的位姿点不一定位

于工作空间内,而关节空间是相互独立的,因此通
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过关节空间６个杆长n－１等分,产生n６个杆长

组合,再通过正解公式(２)获得n６个位姿Ω０.

(２)设置初始位姿Ω１.在Ω０中任意选择 m
个位姿作为初始位姿.

(３)添加一个位姿T＋ .依次从剩余的(n６－

m)个位姿Ω２ 中选取１个位姿T＋ 与Ω１ 组合成

(n６－m)个Ω＋
１ ,依次计算出(n６－m)个辨识雅克

比矩阵Jzg和可观测指标Oi.选出最大的Oi及Ω２

中对应的位姿T＋ ,得到最优位姿组合Ω＋
１ .

(４)减少一个位姿T－ .依次从Ω＋
１ 中减去１

个位姿T－ ,产生(m＋１)个Ω－
１ ,依次计算出(m－

１)个辨识雅克比矩阵Jzg和可观测指标Oi,选出

最大的 Oi及对应的位姿T－ ,得到最优位姿组

合Ω－
１ .

(５)终止条件.重复步骤(３)和步骤(４),直到

步骤(３)中添加的位姿T＋ 为步骤(４)中被删除的

位姿T－ .

６　数值仿真验证

６．１　仿真流程

仿真流程包括选择位姿、生成测量位姿的测

量值、基于牛顿迭代的参数辨识过程、误差补偿、

检验标定结果,如图５所示,详细具体过程如下.

(１)选择测量位姿.设定Stewart并联机构

理论结构参数e(１),根据图４选择测量位姿Tm,并

通过运动学反解公式(３)得到测量位姿Tm 的支

腿长度L０.

(２)生成测量位姿的测量值.设定并联机构

误差参数e０,与理论结构参数e(１)相加得到实际

结构参数ea,根据实际结构参数ea 和支腿长度L０

正解出实际位姿Ta,在实际位姿Ta 上添加测量

噪声Te 获得实际测量位姿Tam.

(３)基于牛顿迭代的参数辨识.根据更新的

结构参数e(k)和支腿长度L０正解出更新的测量位

姿T(k)
a .根据更新的测量位姿T(k)

a 计算出更新的

辨识雅克比矩阵J(k)
z .实际测量位姿Tam减去更

新测量位姿T(k)
a 得到更新的位姿误差dT(k).再

根据更新的位姿误差dT(k)与更新的辨识雅克比

矩阵J(k)
z 求解更新的误差参数de(k),通过 matlab

的pinv函数求解J(k)
z 的伪逆矩阵.在目前的结

构参数e(k)加上更新的误差参数de(k)获得更新的

结构参数e(＋１).根据更新的结构参数e(k＋１)继续

迭代,直到第k次的位姿误差dT(k)与第k－１次

的位姿误差dT(k－１)的差值小于设定值ɛ.辨识得

到的误差参数为e(k)－e(１).

(４)误差补偿.直接对运动学模型进行补偿,

将辨识结构参数e(k＋１)代替理论结构参数e(１).

(５)标定结果检验.随机给定一组位姿Ts 反

解出支腿长度,再根据实际结构参数e０＋e(１)正解

出实际位姿TJ,通过实际位姿TJ 减去位姿Ts 得

到误差参数辨识补偿后的位姿误差dTs.

图５　仿真流程图

Fig．５　Flowchartofsimulation
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通过比较基于Jzg选取测量位姿的 Stewart
稳定平台运动学标定位姿误差dTs与基于Jz选取

测量位姿的标定位姿误差dTs的大小,来判断哪

种方法的标定精度更高.此外,还可以通过判断

最终的迭代位姿误差dT(k)的大小、最终辨识误差

e(k)－e(１)与实际设定误差e０差值的大小,来判断

哪种方法的标定精度更高.

６．２　数值验证

给定一组六自由度并联机构结构参数,如表

１所示.对支腿进行二等分,求出３６个候选位姿.

表１　六自由度并联机构结构参数

Tab．１　Theoreticalstructuralparameters

Ra/mm Rb/mm θa/rad θb/rad lmin/mmlmax/mm

６００ ５００ ０．２５０７ ０．２２０４ ８１１ １０１１

设定标定位姿数 m＝１８.分别基于未无量

纲化的雅克比矩阵Jz和无量纲化的雅克比矩阵

Jzg以可观测性指标O１ 为指标,根据图４选取测

量位姿,其中可观测性指标O１ 的迭代过程如图６
所示.

图６　指标O１ 的迭代过程

Fig．６　ValuesofO１intheiterative

迭代１８次后均可达到可观测性指标O１ 的最

大值.所选择的测量位姿,如表２、表３所示.其

中,对辨识雅克比矩阵进行无量纲化时,位移对应

的辨识雅可比矩阵中的元素的数量比姿态大,特

征长度K＝６００.

表２　基于Jz选取的测量位姿

Tab．２　MeasurementposesbaseonJz

序号
位置/mm

x y z

姿态/(°)

α β γ

１ ７．６９２ １３．３２４ ７５６．１４８ １５．７ －８．８７９ －１．２２７

２ －７．３３４ －１６２．２３７ ７７９．１７９ －１２．８２２ －１．５９６ ８．３０３

３ １４４．１６８ ７４．７６７ ７７９．１７９ ７．８８８ －１０．２６４ ７．４１５

４ －１３６．８３４ －８７．４７ ７７９．１７９ －５．０８９ １１．８９ －８．６５４

５ －２３８．４０５ １３９．０５６ ７４９．２５１ －０．２０３ －６．２０２ －８．０３３

６ －２３８．４０５ －１３９．０５６ ７４９．２５１ ０．２０３ －６．２０２ ８．０３３

７ －８９．４８ ６８．１２９ ７８５．２５７ －９．６６４ －１４．４８５ ９．４４

８ ２３９．６２９ －１３６．９３７ ７４９．２５１ ５．２７６ ３．２７１ ８．１９５

９ １１２．１ ８４．６７４ ７３７．９１８ ４．３６８ ４．９３２ －１６．０７１

１０ －１０．９３７ １３４．６４５ ８１５．３４３ －２．５６２ １０．９１５ １６．１１９

１１ １４４．１６８ －７４．７６７ ７７９．１７９ －７．８８８ －１０．２６４ －７．４１５

１２ １０７．６３５ １８６．４２９ ７２７．６１８ －１２．３６５ ７．０４８ －０．７６４

１３ －１．２２３ －２７５．９９３ ７４９．２５１ ５．４７７ ２．９２２ －７．９０４

１４ －２２．０６２ ３８．２１３ ８３２．３１６ １４．６８ ８．３２４ １．０７４

１５ ０ ０ ７７７．７４８ ０ ０ ２４．７４５

１６ ０ ０ ７７７．７４８ ０ ０ －２４．７４５

１７ ０ ０ ６７８．６９２ ０ ０ ０

１８ ０ ０ ９０８．２９７ ０ ０ ０

表３　基于Jzg选取的测量位姿

Tab．３　MeasurementposesbaseonJzg

序号
位置/mm

x y z

姿态/(°)

α β γ

１ ７．６９２ １３．３２４ ７５６．１４８ １５．７ －８．８７９ －１．２２７

２ －７．３３４ －１６２．２３７ ７７９．１７９ －１２．８２２ －１．５９６ ８．３０３

３ １４４．１６８ －７４．７６７ ７７９．１７９ －７．８８８ －１０．２６４ －７．４１５

４ －１３６．８３４ －８７．４７ ７７９．１７９ －５．０８９ １１．８９ －８．６５４

５ －２３８．４０５ １３９．０５６ ７４９．２５１ －０．２０３ －６．２０２ －８．０３３

６ －２３８．４０５ －１３９．０５６ ７４９．２５１ ０．２０３ －６．２０２ ８．０３３

７ －８９．４８ ６８．１２９ ７８５．２５７ －９．６６４ －１４．４８５ ９．４４

８ ２３９．６２９ －１３６．９３７ ７４９．２５１ ５．２７６ ３．２７１ ８．１９５

９ ２３９．６２９ １３６．９３７ ７４９．２５１ －５．２７６ ３．２７１ －８．１９５

１０－１３６．８３４ ８７．４７ ７７９．１７９ ５．０８９ １１．８９ ８．６５４

１１－２３８．４０５ －１３９．０５６ ７４９．２５１ ０．２０３ －６．２０２ ８．０３３

１２ －１．２２３ ２７５．９９３ ７４９．２５１ －５．４７７ ２．９２２ ７．９０４

１３ １０３．７４１ ４３．４２７ ７８５．２５７ －８．０７１ １５．４１６ ７．１１４

１４ １４４．１６８ ７４．７６７ ７７９．１７９ ７．８８８ －１０．２６４ ７．４１５

１５ －７．３３４ １６２．２３７ ７７９．１７９ １２．８２２ －１．５９６ －８．３０３

１６ －１４．２６１ １１１．５５６ ７８５．２５７ －１７．３３３ －０．９ －８．０７２

１７ １０３．７４１ －４３．４２７ ７８５．２５７ ８．０７１ １５．４１６ －７．１１４

１８ －１．２２３ －２７５．９９３ ７４９．２５１ ５．４７７ ２．９２２ －７．９０４
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　　设置结构误差参数e０,如表４所示,单位为毫

米.正解求出１８个实际位姿.设定３个水平的

测量噪音,如表５所示.

表４　机构误差参数e０

Tab．４　Structureparametererrore０

序号 ai(x)ai(y)ai(z)bi(x)bi(y)bi(z) li

１ －２ －３ ２ －１ －２ ２ ４

２ －４ －２ １ ３ ５ －２ ３

３ ２ －３ －１ ４ －２ ２ －３

４ ３ ２ ２ －４ －５ ４ ２

５ ３ ５ －４ －３ ３ ３ ５

６ －４ ３ ５ ２ ２ －３ ２

表５　３个水平的测量噪音

Tab．５　Measurementsensornoiseofthreelevels

测量噪音１ 测量噪音２ 测量噪音３

位移/μm [－１００,１００] [－１０,１０] [－１,１]

姿态/０．００１° [－１０,１０] [－１,１] [－０．１,０．１]

图７　位姿误差和结构误差迭代过程

Fig．７　Iterativeprocessofposeandstructureparameter

error

在测量噪音１下,根据图５迭代求解位姿误

差dT和结构参数误差de,其迭代求解过程如图７
所示.迭代５次后迭代结果不再变化.表６给出

了不同测量噪音下的辨识结果,其中P 为位移,θ
为姿态误差,S 为结构参数误差.由表６可得,３
种测量噪音下基于本文提出方法标定的结构参数

精度相 对 于 以 前 方 法 均 有 大 幅 提 高,分 别 由

１􀆰００７５mm提高到０．３３６７mm,０．１００９mm提高

到０．０３３７mm,０．０１０１mm提高到０．００３４mm;
三种测量噪音下基于本文提出方法标定的位置精

度相对于以前方法基本不变,但姿态精度有大幅提

高,分别由０．０１５２°提高到０．００３３°,０．００３３°提高

到０．０００３°,０．０００１５°提高到０．００００３３°,证明了本

文方法的有效性.

表６　不同测量噪音下的辨识结果

Tab．６　Iterativeresultsunderdifferentmeasurement

sensornoise

测量噪音１

Jz Jzg

测量噪音２

Jz Jzg

测量噪音３

Jz Jzg

P/mm０．０２９１ ０．０３０３ ０．００２９ ０．００３０ ０．０００３ ０．０００３

θ/(°)０．０１５２ ０．００３３ ０．００１５ ０．０００３ １．５EＧ４ ３．３EＧ５

S/mm １．００７５ ０．３３６７ ０．１００９ ０．０３３７ ０．０１０１ ０．００３４

为了进一步验证本文所提方法的有效性,表

７、表８分别给出基于Jz和Jzg的测量噪音２下的

结构参数误差标定结果,并对运动学模型进行补

偿.随机给定６０组位姿,计算出位姿误差,如图

８所示.可以看出位置精度基本不变,姿态精度

大幅提高.

表７　基于Jz的测量噪音２下结构参数误差标定结果

Tab．７　IdentifiedstructuralparametererrorbaseonJz

No． ai(x) ai(y) ai(z) bi(x) bi(y) bi(z) li

１ －２．１０２ －２．８９ ２．０８６ －１．０８１ －２．０５２ １．８８１ ３．７６１

２ －３．９４５ －２．０２３ １．１６５ ３．００５ ４．９５４ －１．９２３ ２．９０１

３ ２．１４ －２．９３５－１．１９９ ４．０７ －２．０２６ １．９９７ －２．７７９

４ ３．１３１ １．８９ １．９２７ －３．８９１ －４．９０６ ４．２ ２．３３

５ ２．８８１ ５．０３８－４．１４６ －３．０７４ ３．０４５ ２．９０７ ５．０６６

６ －４．００６ ３．０６３ ４．８５８ １．９６７ １．９８７ －２．８８４ ２．２５３

表８　基于Jzg的测量噪音２下结构参数误差标定结果

Tab．８　IdentifiedstructuralparametererrorbaseonJzg

No． ai(x) ai(y) ai(z) bi(x) bi(y) bi(z) li

１ －１．９９１ －３．０００ １．９７１ －１．０４０ －１．９７８ ２．０８１ ４．１１７

２ －３．９８６ －１．９８６ １．０４９ ２．９５２ ５．００４ －２．０５９ ２．８８１

３ ２．００１ －３．００２ －０．９５７ ４．００５ －２．０１１ ２．０２４ －３．０１２

４ ３．００１ １．９７６ １．９５１ －３．９９０ －５．０３３ ３．９６５ ２．００９

５ ３．００４ ５．０４９ －３．９６３ －３．００６ ３．００３ ２．９９７ ４．９５３

６ －４．０２０ ３．０１２ ５．０４５ ２．０２９ ２．０４０ －３．１０２ １．８４９
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图８　６０组随机位姿下的位姿误差

Fig．８　Poseerrorof６０randomposes

表９~表１２给出了基于可观测性指标O２~
O５选取测量位姿的标定结果.由表９~表１２可

得,不同可观测性指标下,基于本文提出方法标定

的位置精度相对于以前方法基本不变或有所下

降,但姿态精度和结构参数精度均有大幅提高,证
明了本文方法的有效性.

表９　基于可观测性指标O２ 的辨识结果

Tab．９　IterativeresultsunderobservabilityindexO２

测量噪音１

Jz Jzg

测量噪音２

Jz Jzg

测量噪音３

Jz Jzg

P/mm０．０１９５ ０．０３５６ ０．００２０ ０．００３６ ０．０００２ ０．０００３

θ/(°)０．０３９７ ０．００４２ ０．００４０ ０．０００４ ０．０００４ ４．０EＧ５

S/mm２．８０８７ ０．３５８３ ０．２８３４ ０．０３５８ ０．０２８５ ０．００３６

表１０　基于可观测性指标O３ 的辨识结果

Tab．１０　IterativeresultsunderobservabilityindexO３

测量噪音１

Jz Jzg

测量噪音２

Jz Jzg

测量噪音３

Jz Jzg

P/mm０．０２７２ ０．０３８１ ０．００２７ ０．００３８ ０．０００３ ３．８EＧ４

θ/(°)０．０２３４ ０．００３９ ０．００２３ ０．０００４ ２．３EＧ４ ３．９EＧ５

S/mm１．６６１６ ０．４３３５ ０．１６６６ ０．０４３３ ０．０１６６ ０．００４３

表１１　基于可观测性指标O４ 的辨识结果

Tab．１１　IterativeresultsunderobservabilityindexO４

测量噪音１

Jz Jzg

测量噪音２

Jz Jzg

测量噪音３

Jz Jzg

P/mm０．０１９３ ０．０３９３ ０．００１９ ０．００３９ ０．０００２ ０．０００４

θ/(°)０．０４２４ ０．００３３ ０．００４３ ０．０００３ ０．０００４ ３．０EＧ５

S/mm２．１８３３ ０．５６８４ ０．２２０３ ０．０５６８ ０．０２２０ ０．００５７

表１２　基于可观测性指标O５的辨识结果

Tab．１２　IterativeresultsunderobservabilityindexO５

测量噪音１

Jz Jzg

测量噪音２

Jz Jzg

测量噪音３

Jz Jzg

P/mm０．０２０９ ０．０３３４ ０．００２１ ０．００３３ ０．０００２ ０．０００３

θ/(°)０．０３７３ ０．００３７ ０．００３７ ０．０００４ ０．０００４ ３．７EＧ５

S/mm１．５０４８ ０．３７８２ ０．１５１２ ０．０３７８ ０．０１５２ ０．００３８

７　标定实验

标定实验与标定仿真的流程相同,主要包括

选择测量位姿、牛顿迭代求解辨识参数、误差补偿

和检验标定结果.其中,对于测量位姿的选择,

Stewart并联机构的理论结构参数与仿真设定的

结构参数相同,因此选用表３基于Jzg选取的测量

位姿作为标定实验的测量位姿.
对于测量位姿,本实验采用徕卡 AT９６０激光

跟踪仪(定位精度为５μm＋６μm/m)对Stewart
稳定平台进行位姿测量,首先测量出上平台坐标

系{p}和下平台坐标系{e}位于激光跟踪仪坐标

系{g}中的位姿,然后再通过坐标变换获得上平

台坐标系{p}相对于下平台坐标系{e}的位姿,如
图９所示.

图９　基于激光跟踪仪的标定实验

Fig．９　Calibrationexperimentusingalasertracker

激光跟踪仪只能测量空间某一点位于激光跟

踪仪坐标系中的位置,需要上、下平台上多个测量

点才能计算出上平台坐标系{p}和下平台坐标系

{e}位于激光跟踪仪坐标系{g}中的位姿.稳定平

台的上平台坐标系{p}、下平台坐标系{e}和测量
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点分布,如图１０所示.

图１０　上下平台的测量点分布

Fig．１０　Measurementpointdistributionoftheplatform

以下平台坐标系{e}位于激光跟踪仪坐标系

{g}中的位姿测量为例进行说明,测量点１与坐

标系{e}的原点重合,通过测量点１可以直接获得

下平台坐标系{e}位于激光跟踪仪坐标系{g}中的

位置ge.通过测量点２~点７拟合出坐标系{e}的

xy平面,再通过求解过测量点１的法线获得z轴

向量;通过测量点１,点２,点５拟合出一条直线,
再向xy平面投影求出x 轴向量;再根据z轴向

量和x 轴向量求出y 轴向量,从而求得坐标系{e}
相对于坐标系{g}的姿态(旋转矩阵g

eR).同理,
测量出上平台坐标系{p}位于激光跟踪仪坐标系

{g}中的位置gp 和姿态(旋转矩阵g
pR).通过坐标

变换公式(１８)得出上平台坐标系{p}相对下平台

坐标系{e}的位置和旋转矩阵:
e
pR＝g

pR(geR)－１

ep＝(geR)－１(gp－ge){ ． (１８)

采用RPY 角描述旋转矩阵,假设公式(１８)

求解出的旋转矩阵e
pR＝

r１１ r１２ r１３

r２１ r２２ r２３

r３１ r３２ r３３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

,则３个

姿态角可通过RPY角反解获得,如式(１９)所示:

β＝Atan２(－r３１,r２
１１＋r２

２１)

α＝Atan２(r２１,r１１)

γ＝Atan２(r３２,r３３)

ì

î

í

ï
ï

ïï

, (１９)

式中:Atan２(x,y)是双变量反正切函数,γ为绕

x 轴的转角,β为绕y 轴的转角,α 为绕z 轴的

转角.
根据测量得到的位姿与理论位姿的差值进行

牛顿迭代求解,辨识出机构参数的误差值,进行运

动学模型补偿.随机给出２０组位姿,进行标定结

果的检验,图１１给出了标定前后的位姿误差.位

置和 姿 态 误 差 的 均 值 分 别 从 ２．３２１ mm 降 至

０．２４２mm,０．２４６°降至０．０２５°.标定后的位姿精度

有了明显提高,但距离仿真标定精度还有差距,主
要是本文没有考虑关节间隙、机构刚度、位姿控制

精度等对位姿误差的影响.

图１１　位姿误差标定前后对比

Fig．１１　Poseerrorcontrastbeforeandaftercalibration

８　结　论

本文提出对辨识雅克比矩阵进行无量纲化,再
根据基于无量纲化辨识雅克比矩阵的可观测性指

标选择测量位姿,保证位移和姿态对测量噪音具有

相同的鲁棒性.通过数值算例验证了,３种测量噪

音下该方法标定的结构参数精度相对于传统方法

均有大幅提高;该方法标定的位置精度相对于传统

方法基本不变,但姿态精度有大幅提高,证明了该

方法的有效性.
在以该方法选取的测量位姿对Stewart并联

机构的标定试验中发现,位姿精度有了明显提高,
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但距离仿真标定精度还有差距,主要是本文没有

考虑关节间隙、机构刚度、位姿控制精度等对位姿

误差的影响,后续将对其进行研究,以提高标定试

验精度.
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